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Spis tresci




Wprowadzenie

Za nami pierwszy etap XII Konkursu Logicznego. Mamy nadzieje, ze
przygotowanie si¢ do tego etapu przysporzyto Wam wiele przyjemnosci in-
telektualnej i rozszerzyto Wasza wiedze oraz, przede wszystkim, pomogto
¢wiczy¢ Wasze sprawnosci logiczne. Niektorzy z Was przeszli ten etap kon-
kursu, kwalifikujac sie do finatu. Innych z Was, cho¢ tym razem sie nie udato,
zapraszamy juz dzi§ do udziatu w konkursie w przysztym roku.

Niniejszym prezentujemy II cze$¢ materiatow konkursowych. Stanowi ona
rozszerzenie tematyki poruszonej w czesci I. Tam, jak pamietacie, zajmowa-
liSmy sie zadaniami w zakresie klasycznego rachunku zdan i elementarnego
rachunku nazw. Jest to podstawa calej logiki klasycznej. Jednak nie kazde
poprawne rozumowanie da sie uzasadni¢ wytacznie w oparciu o klasyczny
rachunek zdan. Dlatego zaprezentujemy tu odrobing wiedzy na temat wez-
szego rachunku predykatow — systemu logiki nabudowanego nad rachunkiem
zdan; potem wiedze o tym rachunku rozszerzymy jeszcze o znak identyczno-
sci (znacie go dobrze, ale moze nie wiecie, jak bardzo zwigksza on mozliwosci
wyrazania sie). Oczywiscie wszystko, czego wezesniej nauczyliscie sie z logi-
ki, nadal obowiazuje. Podczas testu finatlowego mozecie wiec spodziewaé sie
zadan z zakresu materiatu, ktorego dotyczyt etap szkolny wzbogaconego o
kilka zadan z zakresu omowionego w niniejszej czesci.






Rozdzial 1

Wezszy rachunek predykatow

1.1. Wyrazenia rachunku predykatow

Rozwazmy nastepujace wnioskowanie:

Kazdy uczen jest mtodym cztowiekiem.
Kazda matka ucznia jest matkqg miodego cztowieka.

Chociaz oba wystepujace w tym wnioskowaniu zdania sa zdaniami katego-
rycznymi, a wnioskowanie intuicyjnie wydaje si¢ poprawne, nie mozna jego
poprawnosci zbadaé¢ za pomoca teorii zdan kategorycznych, mimo, ze stowa
ysuczen” | mlody czltowiek” wystepuja i w przestance, i we wniosku. Jednak
we wniosku stowa te nie sg terminami, ale cze$ciami terminéw. Schemat po-
wyzszego wnioskowania nalezy wiec napisa¢ w postaci:

SaP
MaN

(gdzie S — juczen”, P — mlody cztowiek”, M —  matka ucznia”, N —
,2matka mtodego czlowieka”.)

Taki schemat nie jest formalnie poprawny. Cho¢ w przestance i wniosku wy-
stepuja te same stowa, to jednak rézne terminy. Z punktu widzenia teorii
zdan kategorycznych mamy wiec wnioskowanie o czterech catkowicie réznych
terminach, a wtedy wniosek oczywiscie nie da si¢ uzasadni¢ w oparciu o prze-
stanke. Przyczyna niemoznosci adekwatnego zapisania w jezyku teorii zdan
kategorycznych schematu powyzszego wnioskowania jest zbyt ubogi jezyk tej
teorii — nie wystepuja w nim zwroty umozliwiajace wyrazenie relacji miedzy
przedmiotami (a relacji dotyczy zaréwno zwrot ,matka ucznia”, jak i zwrot
»2matka mtodego czltowieka”). Musimy poszukiwaé takiego jezyka, w ktérym
mozna wypowiadac¢ sie na temat relacji.

Odpowiednio bogaty jezyk, ktory umozliwia badanie poprawnosci tego ro-
dzaju wnioskowan, wystepuje w tzw. wezszym rachunku predykatow (czasem
zwanym réwniez rachunkiem kwantyfikator6w); teoria zdan kategorycznych
moze by¢ traktowana (po przyjeciu pewnych zalozen dodatkowych - nizej
powiemy jakich) jako cze$¢ wezszego rachunku predykatéw.

Wiszelkie zdania jezyka potocznego, jakim sie postugujemy moga by¢ po-
dzielone na zdania podmiotowo-orzecznikowe (Jan jest rybakiem) lub pod-
miotowo-orzeczeniowe (Jan lubi Mari¢), przy czym zdania podmiotowo-orze-
cznikowe mozna przedstawic¢ jako pewna postac¢ zdan podmiotowo-orzeczenio-
wych (wtedy bierzemy pod uwage podmiot - Jan + orzeczenie imienne jest ry-
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bakiem, ztozone z tacznika jest oraz orzecznika rybakiem. W rachunku predy-
katow, jako podstawows, zaktadamy strukture zdan podmiotowo-orzeczeniowa.
Przyktadami zdan jednostkowych o takiej strukturze sa:

Jan $pi.

Jan $piewa.

Jan jest kawalerem.

Jan jest wyzszy od Piotra.

Jan kocha Zenobie.

Jan siedzi pomiedzy Karolem a Zenobiq.

Pierwsze trzy zdania stwierdzaja wlasnosci indywiduum (cztowieka o imie-
niu Jan): jego stany, cechy lub czynnosci jakie wykonuje, natomiast trzy
nastepne zdania stwierdzaja relacje zachodzgce miedzy indywiduami — para
indywiduow (,,jest wyzszy od”, ,kocha”) lub tréjka indywiduéw (siedzi mie-
dzy ...a ...”). Zwroty, ktére okreslaja whasnosci indywiduéw lub wyrazaja
zachodzenie relacji miedzy indywiduami, nazywamy predykatami.

Charakteryzowane od strony syntaktycznej predykaty sa funktorami zda-
niotworczymi od jednego, lub wiecej niz jednego, argumentu nazwowego.
Przyktadami predykatow jednoargumentowych sa: ,Spi”, ,Spiewa”, , jest czto-
wiekiem”, , jest kawalerem”, a przyktadami predykatow wiecej niz jednoargu-
mentowych zwroty: ,lubi”, | jest wyzszy od”, ,siedzi miedzy ...a ...”,itym
podobne. W rachunku predykatéw nazwom jednostkowym (o ktérych ,my-
slimy” w taki sposob jak o nazwach indywidualnych) odpowiadaja zmienne
indywiduowo-nazwowe (reprezentowane przez zmienne x, y, z), natomiast
predykatom odpowiadaja zmienne reprezentujace predykaty (zmienne A, B,
C, P, Q). Oczywiscie zdania proste jezyka rachunku predykatéw moga by¢
taczone w zdania ztozone, dlatego u podstaw wezszego rachunku predykatow,
podobnie jak u podstaw teorii zdan kategorycznych, przyjmuje sie klasyczny
rachunek zdan.

W analizowanym we wstepie do tego rozdziatu wnioskowaniu nie wy-
stepuja jednak zdania jednostkowe, lecz zdania kategoryczne stwierdzajace,
ze wszystkie elementy jakiego$ zbioru przynaleza do innego zbioru. Zdanie
kategoryczne, przypomnijmy, zbudowane jest z dwoch nazw ogdlnych oraz
funktora zdaniotworczego od tych nazw. Funktor ten wyraza ,ile” przed-
miotéw jednego zbioru (wskazanego przez podmiot zdania) posiada ceche
stwierdzana w orzeczniku (,kazdy jest”, ,niektore sa”’, ,niektére nie sa”,
,zaden nie jest”). W rachunku predykatéw stalymi logicznymi stuzacymi do
stwierdzenia tego, ile przedmiotéw (indywiduéw) posiada jakas whasnos$é lub
pozostaje wzgledem siebie w jakiej$ relacji, sa kwantyfikatory.

Oto przyktady wyrazen zdaniowych wezszego rachunku predykatow:

a) wyrazenia atomiczne A(x), B(c), P(z, y, b)

b) wyrazenia ztozone ze zmiennych zdaniowych lub wyrazen atomicznych za
pomoca funktoréw prawdziwosciowych: p vV P(z, b), A(x) — P(a, x, 2);

¢) wyrazenia, w ktérych jakie$ wyrazenie zdaniowe zostato poprzedzone kwan-
tyfikatorem ze zmienng indywiduowa: (3z)(A(x) — B(y)),p — (Vz)(A(x) —
B(y)), (Yz)p;
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Nie sa poprawnie zbudowane na przyklad nastepujace ciagi znakéw: A(p),
(FA)(A(xz) — B(x)), (V)A(x). O kwantyfikatorach méwi sie, ze sa one wyra-
zeniami, ktére wigza zmienne, to znaczy ,pozbawiaja te zmienne wolnosci”.
Zmienna wolna za$ to taka zmienna, za ktorag wolno podstawia¢. Teraz po-
damy doktadniejsze okreslenie zmiennej wolnej. Przy tym méwiac o wyraze-
niach z kwantyfikatorem uzywamy nastepujacych terminéw:

znak kwantyfikatora 4<V£E > A (x )

/
zmienna przy kwantyfikatorze zasieg kwantyfikatora

W podrecznikach szkolnych zamiast symboli (Va)A(z), (3x)A(z) czesto
A A(x) V Alz)
x x

mozna znalez¢é symbole . Znaczg one oczywiscie to sa-

Y

mo, co ,nasze” odwrécone A i E (od  for all”,  exists”) wiec kazdy, kto
jest do nich ,przywiazany” moze ich uzywa¢ w zastepstwie symboli, ktore
stosujemy w naszym mini-podreczniku.

Termin ,zasieg kwantyfikatora” oznacza wyrazenie zdaniowe, w ktérym
zmienna wskazana przy kwantyfikatorze (objeta dziataniem kwantyfikatora)
jest zwigzana przez ten kwantyfikator.

Definicja 1. Zmienna « jest wolna w pewnym miejscu wyrazenia @ wtedy
1 tylko wtedy, gdy o wystepuje w tym miejscu wyrazenia ¢ 1 nie jest przy
kwantyfikatorze oraz nie jest w zasiequ kwantyfikatora. Zmienna « jest wolna
w wyrazeniu @ wtedy @ tylko wtedy, gdy « jest wolna w pewnym miejscu
wyrazenia p.

Przyktady:
(V) (A(z) — B(y))

W wyrazeniu powyzszym z nie jest zmienna wolng (bo jest przy kwanty-
fikatorze oraz w zasiegu kwantyfikatora), y jest zmienna wolng (wprawdzie
jest w nawiasie, przed ktérym wystepuje kwantyfikator, ale 6w kwantyfikator
wiaze zmienna x), z nie jest zmienna wolna (poniewaz zmienna z w ogdble nie
wystepuje w tym wyrazeniu);

(V) Aly) — B(x)

Tu z kolei x — zmienna wolna (poniewaz x wystepuje przy kwantyfikatorze,
ale x nie wystepuje w zasiegu kwantyfikatora, bo ten wiaze tylko do pierw-
szego dwuargumentowego funktora prawdziwos$ciowego, y — zmienna wolna,
z — nie jest wolna. Zmiennej wolnej czasem przeciwstawiana bywa zmienna
zwigzana. Nie jest to do konca prawda; Scisle méwigc zmienne dzielimy na
wolne i nie-wolne (a nie-wolno$é zmiennej ma dwa przypadki: kiedy zmienna
jest zwiazana oraz kiedy zmienna nie wystepuje w wyrazeniu). Méwimy, ze
w wyrazeniach (Va)¢, (Ja)¢ kwantyfikator wiaze zmienna a wystepujaca
przy nim oraz zmienng « wolng w ¢; inaczej mowimy, ze taka zmienna jest
zwigzana przez kwantyfikator.
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Operacja podstawiania za zmienne odpowiednich zmiennych badz sta-
lych pozalogicznych (np. imin wlasnych) powinna na wstepie zostaé¢ pod-
dana odpowiedniej regulacji po to, aby w wyniku podstawiania nie mozna
byto przejs¢ od zdan prawdziwych do zdania fatszywego. Przyjmuje sie wiec
nastepujace warunki prawidtowego podstawiania:

1) Na kazdym miejscu, w ktérym o wystepuje w ¢ jako zmienna wolna,
podstawiamy to samo wyrazenie.

2) Zadna zmienna wolna wyrazenia podstawianego po podstawieniu nie moze
stac sie zwigzang w wyniku podstawienia na miejscu podstawienia.

Rozwazmy nastepujacy przyktad. Wyrazenie (3z)(z > y) jest spetnione przez
kazda liczbe naturalna, gdyz dla dowolnej takiej liczby istnieje liczba od niej
wieksza. Gdybysmy jednak w tym wyrazeniu podstawili za zmienng wolng
y zmienng x, otrzymalibysmy falszywe wyrazenie (3x)(z > z). Podstawienie
takie jest jednak niepoprawne, poniewaz nie spetnia drugiego z warunkow
prawidtowego podstawiania.

1.1.1. Metoda sprawdzania wyrazen rachunku predykatow za
pomoca diagraméw Venna

Czytelnik, ktory zapoznal sie juz z klasycznym rachunkiem zdan i teo-
rig zdan kategorycznych moze w tym miejscu zapytac, czy istnieje, tak jak
w tamtych teoriach, metoda rozstrzygania o dowolnym wyrazeniu wezszego
rachunku predykatow, czy jest ono prawem logiki, czy tez nie. OdpowiedZ na
to pytanie jest nastepujaca: wezszy rachunek predykatéw jest nierozstrzygal-
ny, to znaczy, ze nie istnieje metoda pozwalajaca w skonczonej liczbie krokéw
o kazdym wyrazeniu zapisanym w jego jezyku orzec, czy jest prawem logiki,
czy tez nie. Rozstrzygalny natomiast jest fragment wezszego rachunku predy-
katow odnoszacy sie do wyrazen, w ktorych wystepuja wytacznie predykaty
jednoargumentowe. Gdy idzie o tego typu wyrazenia metoda rozstrzygania
opiera sie na zastosowaniu diagraméw Venna. W ponizszym paragrafie przed-
stawimy kilka uwag na temat interpretacji wyrazen z predykatami jednoar-
gumentowymi — interpretacja ta pozwala lepiej intuicyjnie uchwycié¢ sens
kwantyfikatoréw.

Niech symbol V' oznacza uniwersum, czyli zbiér wszystkich przedmiotéw
w jakiej$ dziedzinie (np. zbiér ludzi, zbiér studentéw). Z kolei symbol () ozna-
cza zbidr pusty, czyli zbior, do ktérego nie nalezy zaden przedmiot (np. zbiér
bezdzietnych ojcow). Wowezas wyrazenie A = () stwierdza, ze zbior A jest
zbiorem pustym, tj. ze zaden przedmiot nie nalezy do zbioru A4 (symbol A
reprezentuje wiasnosé przedmiotu, podczas gdy symbol A - zbiér przedmio-
téw posiadajacych wtlasnosé reprezentowana przez predykat A). Wyrazenie
~ (A = 0) stwierdza, ze zbiér A jest niepusty, tj. ze istnieja przedmioty
nalezace do zbioru A. Wyrazenie A = V stwierdza, ze zbiér A jest zbio-
rem uniwersalnym, tj. ze kazdy przedmiot nalezy do zbioru A, a wyrazenie
~ (A = V) stwierdza, ze zbior A nie jest zbiorem uniwersalnym, tj. ze pewne
przedmioty nie nalezg do zbioru A.
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Po przyjeciu powyzszych ustalenn mozna stwierdzi¢, ze prawdziwe sa na-
stepujace rownowaznosci:

(Vo)A(z) ={z: A(z)} =V

~ (Y1) A(x) =~ ({o : A(x)} = V)
(@) A(x) =~ ({r : A(2)} = 0)
~ (3r)A(z) = {z : A(x)} = 0

(V2) ~ A(z) = {z i~ Alz)} =V

(32) ~ Alw) =~ ({o :~ A(z)} = 0)

Sposéb odezytania powyzszych wzoréw wyjasnijmy na przyktadzie wzoru
pierwszego. Stwierdza on, ze ,,Dla kazdego =, A(x)” jest réwnowazne stwier-
dzeniu, ze ,zbiér x majacych wlasnosé A (w taki sposéb odezytujemy zapis:
{z : A(x)}) jest réwny zbiorowi wszystkich przedmiotéw V7. Z kolei np.
wzor ostatni czytamy w sposob nastepujacy: ,dla pewnego z, nie jest tak, ze
x posiada wlasnos¢ A wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest tak, ze zbior z-6w
nie majacych wtasnoéci A jest zbiorem pustym”.

Powyzsze wzory moga stuzy¢ juz jako podstawa graficznej interpretacji
zdan z kwantyfikatorami. W diagramie Venna:

IT

caly prostokat symbolizuje zbiér uniwersalny V. Obszar 1 symbolizuje
zbior {z : A(x)}, zas obszar II symbolizuje zbiér {x :~ A(x)}.

Niepusto$é danego zbioru zaznaczamy na diagramie umieszczajac znak
1~ na obszarze symbolizujacym dany zbiér. To, ze dany zbior jest pusty, za-
znaczamy na diagramie stawiajac ,,— na obszarze reprezentujacym ten zbior.
Fakt zas, ze dany zbior jest uniwersalny, zaznaczamy na diagramie stawiajac
,— mna czesci prostokata poza obszarem symbolizujacym ten zbiér. To, ze
dany zbiér nie jest uniwersalny, zaznaczamy na diagramie umieszczajac znak
1 poza obszarem symbolizujacym ten zbiér. W ten sposéb powyzsze wzo-
ry mozna przedstawi¢ w sposob graficzny. Otrzymamy nastepujace diagramy
Venna przedstawiajace prawdziwosé lub falszywos$é wyrazen utworzonych za
pomocg kwantyfikatoréw:
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Prawdziwosé Fatszywosé
v | ()| (D)
o
| O | [-C
Zadanie 1.

Sprawdz za pomocg diagramow Venna czy ponizsze wyrazenie jest prawem
logiki:

(Vz)(A(x) A B(z)) — [(Vo)A(z) A (Vo) B(z)]

Poniewaz sprawdzane wyrazenie ma posta¢ implikacji, mozemy zatozy¢ w pu-
nkcie wyjscia prawdziwo$¢ poprzednika tej implikacji (lub falszywos¢ jej na-
stepnika). Zat6zmy zatem, ze poprzednik implikacji jest prawdziwy. Wowczas
prawdziwe jest zdanie (Vz)(A(z) A B(x)), tzn. ze zbiorem pustym jest ten
podzbiér uniwersum, ktéry zawiera przedmioty nie posiadajace tacznie wia-
snoéci A wraz z wlasnoscia B. Rysujemy diagram, stawiajac na obszarach II,

IIT oraz IV ,—".
AB
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Jak mozemy zobaczy¢, na diagramie zaznaczona zostata pusto$¢ zbioru
wszystkich przedmiotéw nie majacych wlasnosci A (,,—” na obszarach 111, IV)
oraz pustosé¢ zbioru wszystkich przedmiotéw nie majacych wtasnosci B (,,~”
na obszarach 111 IV). A zatem prawdziwe jest zdanie [(Vz)A(z) A (Vx)B(z)],
czyli badane wyrazenie jest prawem logiki.

1.1.2. Wezszy rachunek predykatéw z identycznoscia

Widzimy z powyzszych rozwazan, ze wprowadzenie kwantyfikatorow po-
zwala nam wyraza¢ wiedze na temat tego, ile przedmiotéow jakiego$ rodza-
ju ma taka a taka ceche, czy pozostaje wzgledem czego$ w jakiejs relacji.
Ale dotad mozemy moéwié jedynie o wszystkich przedmiotach albo o co naj-
mniej jednym przedmiocie. Natomiast trudno w tym jezyku wyrazi¢ takie
np. zdanie Co najwyzej jedna osoba wygrata Konkurs logiczny, Co najmniej
trzy osoby przyjechaly ze Swinoujscia. Do tego potrzebujemy jeszcze matego
rozszerzenia jezyka wezszego rachunku predykatow o znak =.

Identycznosé to relacja, ktéra "nigdy nie zachodzi miedzy dwoma przed-

miotami”; innymi stowy, jak powiedzial Leibniz, dwie rzeczy sa identyczne,
gdy maja wszystkie wlasnosci takie same (niczym sie nie réznia); te definicje
mozna zapisa¢ tak:
r=y=VA(A(x) = A(y)).
Jednak ta definicja, cho¢ bardzo intuicyjna ma jedng wade: kwantyfikator
wigze zmienng reprezentujaca predykat, a to rodzi liczne problemy. Sa roz-
ne sposoby ominiecia tej trudnosci — tu podamy najprostszy: zdefiniowanie
identycznosci przez zespot nastepujacych postulatow:

l.z==x
2.x=y—y==zx
. xr=yNy=z—oxr=2

Teraz juz mozemy zdefiniowaé¢ kwantyfikatory wskazujace, ile przedmiotéw
spetniajacych jakis warunek istnieje; sa to tzw. kwantyfikatory ilosciowe. Ma-
my trzy rodziny takich kwantyfikator6w: ”"Dla co najmniej n z-6w, A(z)”,
"Dla co najwyzej n z-6w, A(x)" oraz ”Dla doktadnie n z-6w, A(x)”:

— Dla co najmniej n przedmiotow:
— Dla co najmniej jednego x, A(z) = JxA(x);
— Dla co najmniej dwéch z, A(z) = JxIy[A(x) A A(y) Az # ]
— Dla co najmniej trzech z, A(z) = JxIyIz[A(z) N Aly) N A(z) Nz #
y ANy # z ANz # z] (musza byé trzy nieréwnosci, bo relacja ,nie jest
identyczny”, w przeciwiefistwie do = nie jest przechodnia).

— Dla co najwyzej jednego x, A(x) = Nie jest tak, ze dla co najmniej dwoch
x-0w, A(x)=~ JaxJy(A(z) N A(y) Nz # y) = VaVy[A(z) N Aly) — = = 9]
(korzystamy z praw wezszego rachunku predykatow).

Ogodlnie: Dla co najwyzej n-xéw, A(z)=~ (Dla co najmniej n+1 x, A(x))

— Dla doktadnie jednego =, A(x)= (Dla co najmniej jednego z, A(z))A (Dla
co najwyzej jednego x, A(x)) = [FrA(x) AVaVy(A(x) AN Aly) — = =y)]
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1.1.3. Zapisywanie wyrazen jezyka naturalnego w jezyku
wezszego rachunku predykatow

Jezyk wezszego rachunku predykatéw, mimo swej prostoty, ma duza site
wyrazu. Czesto mozna spotkaé¢ opinie, ze kazde z poprawnie postawionych
zagadnien naukowych mozna adekwatnie zapisa¢ w jezyku tego rachunku
wzbogaconego o znak identycznosci. W niniejszym paragrafie pokazemy jak
dokonywa¢ przektadu zdan jezyka naturalnego na jezyk wezszego rachunku
predykatow z identycznoscia.

Zanim przejdziemy do przyktadow dogodnie jest przyjac¢ definicje tak
zwanych kwantyfikatorow o ograniczonym zakresie. Przypomnijmy, ze zdanie
z kwantyfikatorem ogélnym jest bardzo mocne — kwantyfikator dziata .z do-
ktadnoscia” do uniwersum, to znaczy, ze stwierdzajac (Vx)A(z) uznajemy, ze
nie istniejg zadne przedmioty nie majace wtasnosci A. Trudno jednak w prak-
tyce znalez¢ taka wtasnosé, ktora posiadatyby wszystkie przedmioty. Zwykle
okreslong wtasnos$¢ posiadaja natomiast wszystkie przedmioty nalezace do
jakiego$ podzbioru uniwersum (np. dwunoznos$¢ przystuguje wszystkim ele-
mentom zbioru ludzi, a posiadanie uprawnien prokuratorskich — wszystkim
prokuratorom). Zakres dzialania kwantyfikatora zostaje wéwezas ograniczony
do jakiego$ podzbioru uniwersum (czasem nazywamy to zbiorem powaznych
mozliwosci). Wprowadzamy zatem nastepujace definicje:

Definicja 2. Dia kaZdego x, takiego, ze A(x), B(x) wtedy i tylko wtedy, gdy
(V)(A(z) — B(x))
Definicja 3. Dla pewnego z, takiego, Ze A(x), B(x) wtedy i tylko wtedy, gdy
(32)(A(z) A B(x))

Pierwszy z kwantyfikatoréw ,Dla kazdego x, takiego, ze A(z)” odpowiada
zwrotom jezyka naturalnego postaci ,Kazde ...”, np. ,kazdy kot”, ,kazdy

prawnik” lub — w zdaniach przeczacych — ,zaden sedzia”, ,zadna ustawa’
itp. Natomiast drugi z kwantyfikatorow odpowiada sformutowaniom postaci
spewien ...” niektorzy ...”, itp. np. ,niektorzy sedziowie”, ,pewien logik”.

Zadanie 2. Zapisz w jezyku rachunku predykatéw nastepujace zdania:

a) Kazdy polityk jest prawdomdwny.
Oznaczmy: A — jest politykiem, B — jest prawdomowny.
W zdaniu uzyto ogdlnego kwantyfikatora o zakresie ograniczonym do zbio-
ru politykow. Odpowiednikiem tego zdania w rachunku predykatow jest
wyrazenie:

(Va)(A(z) — B(x))

ktore mozemy przeczyta¢ w sposob nastepujacy: Dla kazdego przedmio-
tu (czegos, kogos) majgcego wilasnosé bycia politykiem przedmiot ten ma
wlasnosé bycia prawdomownym.

b) Zaden filozof nie jest prawnikiem.
Oznaczenia: A — jest filozofem, B — jest prawnikiem

(Va)(A(z) =~ B(z))

lub
~ (3z)(A(z) A B(x))
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c)

d)

Niektorzy prawnicy sq sedziams.
Oznaczenia: A — jest prawnikiem, B — jest sedzia

(32)(A(z) A B(2)]

Niektorzy sedziowie nie sq wysocy.
Oznaczenia: A — jest sedzia, B — jest wysoki

(3z)(A(x)A ~ B(z))

Powyzsze cztery przyktady podaja jak zapisa¢ w jezyku wezszego rachun-
ku predykatow cztery rodzaje zdan kategorycznych. Gdyby$my mieli do
czynienia wytacznie ze zdaniami takich rodzajow, wprowadzanie wezszego
rachunku predykatéw nie byloby zasadne, gdyz jezyk teorii zdan katego-
rycznych jest znacznie tatwiejszy w stosowaniu. Teraz rozwazmy jednak
przyktad trudniejszy:

Kazdy prawnik jest uczniem pewnego logika.

Oznaczenia: A —jest prawnikiem, B — jest logikiem, P - jest uczniem
Uwaga. Predykat ,jest uczniem” jest predykatem dwuargumentowym
(kto$ jest uczniem kogos). Zdanie mozna przetozyé na niezbyt eleganc-
ki jezyk polski: Dia kazdego przedmiotu bedgcego prawnikiem istnieje ja-
ki$ przedmiot bedgcy logikiem taki, zZe pomiedzy pierwszym przedmiotem
a drugim przedmiotem zachodzi relacja ,jest uczniem”, a to zdanie mozna
juz zapisac, jak nastepuje:

(Vo) [A(z) — (Fy)(B(y) A P(x, y))]

1.1.4. Zadania

1. Zapisz w jezyku wezszego rachunku predykatéw nastepujace zdania

jezyka naturalnego:

I[stnieja ludzie, ktérzy sa muzykami.

Kazde zwierze jest bytem.

Wszyscy ludzie sg istotami rozumnymi.

Zaden czlowiek nie jest aniotem.

Zaden bogacz nie jest biedny i nie cierpi na niedostatek materialny.
Istniejg kobiety, ktore sa piekne.

Wszystkie kobiety sa pigkne.

Wszystkie kobiety maluja paznokcie. (przyjmij oznaczenia A — jest kobie-
ta, B — jest paznokciem, R — maluje)

Nie wszyscy ludzie majg rodzenstwo.

Niektorzy ludzie nie pija alkoholu.

2. Podaj po dwa przyktady zdan jezyka polskiego odpowiadajgcych nastepu-
jacym wyrazeniom rachunku predykatow:

a)

b)

(Fz)[P(x) A (Vy)(Q(y) —~ R(z,y))]

(B2)[P(x) A (Vy)(R(z,y) =~ Q(y))]
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c) (Va)[P(z) — (V(y)(Q(z) — R(z,y))]

d) (Vo)[(P(z)A ~ Q(z)) — (3y) ~ R(z,y)]

3. Wykaz, za pomoca diagraméw Venna, Ze ponizsze wyrazenia sa prawami
logiki (tautologiami):

(Va)[A(x) A B(x)] — [(Vo)A(z) A (Vo) B(z)] (1.1)
(3x)[A(x) A B(x)] — [(Bx)A(z) A (F2) B(x)] (1.2)
(3x)[A(x) V B(x)] — [(Bx)A(z) V (F2) B(x)] (1.3)
[(Vx)A(z) V (Vo)B(z)] — (Vo)[A(x) V B(z)] (1.4)
(Va)[A(z) — B(z)] — [(Vz)A(z) — (Vo) B(z)] (1.5)
(Va)[A(x) — B(x)] — [(Fz)A(z) — (Fz) B(z)] (1.6)

4. Zapisz w jezyku wezszego rachunku predykatéw nastepujace prawa
teorii zdan kategorycznych i wykaz ich prawdziwos$¢ za pomoca diagraméow
Venna (o jakim zalozeniu trzeba pamietaé przy takim przektadzie?):

a) SaP — SiP

b) SeP —~ SaP
c) SaP —~ SoP
d) ~ SiP — SoP

5. Zapisz w sposob formalny nastepujace zdania:

a) Dwoch uczniéw ma jednego nauczyciela logiki.
b) Co najmniej jeden student kocha logike.

¢) Kazdy student ma doktadnie jednego ojca.
d)

Co najwyzej dwoch cztonkéw Druzyny Pierécienia doszto do Mordoru.

1.2. Zagadki

1. Znajdujesz si¢ w krainie zamieszkanej wylacznie przez rycerzy i totrow.
Podczas zwiedzania wyspy spotykasz dwie osoby, z ktérych jedna jest znanym
ci totrem, a o drugiej nic nie wiesz. Napotkani wypowiadaja nastepujace
zdania:

Lotr: Poza patacem krélewskim mieszka przynajmniej jeden rycerz, poza tym,
poza patacem mieszkaja tez wszyscy totrzy.

Nieznajomy: Jezeli na jednego totra przypada jeden rycerz, to na wyspie
mieszka przynajmniej jeden totr.

Czy z tych zdan mozna wywnioskowaé, ze w patacu mieszka przynajmniej
jeden totr?

2. Znajdujesz sie w palacu krolewskim i idac do swojej komnaty napoty-
kasz mlodzienca, ktéry stwierdza: Nie wszyscy rycerze maja konie wtedy i
tylko wtedy, gdy wszyscy rycerze nie maja koni. Napotkany mtodzieniec jest
rycerzem czy totrem?
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3. W Wolnej Republice Bananow istnieje miasteczko zwane Zembla, kto-
rego wszyscy mieszkancy sa blondynami. W Republice zaden blondyn nie
jest nieuczciwy. Obecny prezydent Republiki ma 160 cm wzrostu i bujna
ruda czupryne. Ktoére z nastepujacych stwierdzen jest na pewno falszywe?
Obecny prezydent Republiki jest nieuczciwy.

Zaden nieuczciwy czlowiek nie jest mieszkaricem Zembli.
Zaden mieszkaniec Zemblii nie jest nieuczciwy.

Wszyscy uczciwi sa Zemblanami.

Prezydent jest uczciwym Zemblaninem.

4. Na pewnej wyspie mieszkaja rycerze, ktorzy zawsze méwia prawde
oraz totry, ktorzy zawsze ktamiag. Spotkate$ trzech z nich: Adama, Tomasza
i Zygmunta. Adama twierdzi, ze Zygmunt i Tomasz sg tacy sami. Tomasz
powiedziat: ,Doktadnie jedno z tych zdan jest prawdziwe: ja jestem rycerzem
lub Zygmunt jest rycerzem”. Zygmunt stwierdzil, ze Adam jest totrem.

Wskaz, kto jest totrem, a kto rycerzem.

5. Na pewnej wyspie mieszkajg rycerze, ktorzy zawsze moéwig prawde
oraz totry, ktorzy zawsze ktamia. Spotkates trzech z nich: Zenona, Dawida,
Tadeusza. Zenon powiedzial: . Ja jestem rycerzem i Tomasz jest lotrem”.
Dawid powiedzial, ze Zenon jest totrem. Tomasz stwierdzit, ze Zenon jest
totrem lub Dawid jest totrem.

Wskaz, kto jest totrem, a kto rycerzem.

6. Na pewnej wyspie mieszkaja rycerze, ktorzy zawsze mowig prawde oraz
totry, ktorzy zawsze ktamia. Spotkates trzech z nich: Bartosza, Stefana, Ceza-
rego. Bartosz stwierdzil, ze Stefan mégt powiedzie¢, ze Cezary jest rycerzem.
Stefan powiedzial, ze nieprawda jest Cezary jest totrem. Cezary stwierdzit,
ze falszem jest to, ze Bartosz jest totrem.

Wskaz, kto jest totrem, a kto rycerzem.

7. Na pewnej wyspie mieszkaja rycerze, ktorzy zawsze moéwia prawde
oraz totry, ktorzy zawsze ktamia. Spotkates trzech z nich: Romana, Bogdana,
Mirka. Roman stwierdzit: ,Bogdan jest totrem”. Bogdan powiedziat: ,Mirek
I ja jesteSmy obydwoje rycerzami lub obydwoje totrami”, Mirek stwierdzit,
ze Bogdan jest totrem. Wskaz, kto jest totrem, a kto rycerzem.
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1.3. Odpowiedzi

1. a) L- jest czlowiekiem, M - jest muzykiem Jz(C(x) A M(z)); b) Z - jest
zwierzeciem, B- jest bytem Va(Z(z) — B(x )), e) B- jest bogaczem, U - jest
biedny, C - cierpi na niedostatek Va(B(z) —~ (U(x) AC(x))); h) A - jest
kobieta, B- jest paznokciem, R - maluje Vo (K (z) — Jy(P(x) A M(z,y)))
(maluja niektére paznokcie) lub Va(K(x) — Yy(P(x) — M(x,y))) (ma-
luja wszystkie paznokcie); i) C - jest czlowiekiem, R - jest rodzenstwem
(predykat dwuargumentowy) ~ Vz(C(z) — Jy(C(y) A R(y,x)))

2. a) P - jest politykiem, Q - jest wyborca, R - jest przyjacielem: istnieja
politycy, ktérzy nie lubia zadnego wyborcy; b) moze by¢ takie samo zdanie
(bo (Q(y) —~ R(z,y)) = (R(z,y) =~ Q(y))

3. a) kreska na wszystkich obszarach oprocz czesci wspélnej A, B;

b) krzyzyk na czesci wspdlnej A, B;

¢) mozna zatozy¢ falszywosé nastepnika - wtedy kreska na catym obszarze
A (nie istnieje x, ze A(x)) i na calym obszarze B (nie istnieje x, ze B(x)),
a zatem istnieje x, ze A(z) V B(x) jest falszywe;

d) mozna zatozy¢ prawdziwos$é poprzednika (dwa warianty: kreska na ca-
tym dopelnieniu A, wtedy nie istnieja zadne przedmioty na dopelnieniu
A oraz B, jak rowniez kreska na calym dopetnieniu B - wtedy réwniez nie
istniejg zadne przedmioty w dopelnieniu A oraz B)

4. a) prosty zapis bytby Vz(S(z) — P(z)) — 3(S(z) A P(x)), ale taki zapis
nie bedzie prawem wezszego rachunku predykatow; w teorii zdan katego-
rycznych przyjmuje sie bowiem zatozenie o niepustosci termindw; dlatego,
jesli chcemy, by odpowiednik a) byl prawem wezszego rachunku predy-
katéw, musimy to zalozenie uwzglednié¢. Poprawny zapis to: [[Vz(S(z) —
P(x)) A JzS(z)] — Fz=(S(x) A P(z));

b) [Vz(S(z) —~ P(z)) A S(x)] =~ (S(z) — P(z)) - znowu potrzebne
jest zatozenie o niepustosci zbioru przedmiotéw majacych wlasnosé S;

c) Vz(S(z) — P(z)) —~ Jo(S(x)A ~ P(x));

d) [~ Jz(S(z) A P(z)) A FzS(z)] — Fz(S(x)A ~ P(z)) (tez potrzeba
zalozenia o niepustosci S).

5. a) U - jest uczniem, N - jest nauczycielem logiki: Jz3y(U(x) A U(y) A
AJz(N(z,2) AN (z,y)A\x # y)A\ ~ 3z, y, m(U(z) AU (y) A\U(m)AN(z,z) A
Nz, y) AN(z,m) ANx #y ANy #m Az #m);

b) S - jest studentem, K - kocha logike: 3z(S(z) A K(z));

c) S- jest studentem, O - jest ojcem (predykat dwuargumentowy); Va(S(x) —
AyO(y, ), czyli Va{S(z) — FyO(y, x) A\VyVz[O(y, 2)NO(z,z) — y = z]}
d) C - cztonek Druzyny Pierscienia, D - doszedl do Mordoru: ~ Dla co
najmniej trzech z, C(x) A D(z)

6. Zagadki: 1. Tak. 2. Jest lotrem. 3. ostatnie zdanie. 4. Adam — rycerz,
Tomasz — totr, Zygmunt — totr. 5. Zenon — totr, Dawid — rycerz, Tadeusz
— rycerz. 6. Bartosz - rycerz, Stefan — rycerz, Cezary — rycerz. 7. Roman
— rycerz, Bogdan — totr, Mirek — rycerz
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