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1. Wprowadzenie

Za nami [ etap VII Konkursu Logicznego. Mamy nadzieje, ze przygoto-
wanie sie do tego etapu przysporzyto Wam wiele przyjemnosci intelektualne;j
i rozszerzyto Wasza wiedze oraz, przede wszystkim, pomogto é¢wiczy¢ Wasze
sprawnosci logiczne. Niektorzy z Was przeszli ten etap konkursu, kwalifikujac
sie do finatu. Innych z Was, cho¢ tym razem sie nie udato, zapraszamy juz
dzi$ do udziatu w konkursie w przysztym roku.

Niniejszym prezentujemy II cze$¢ materiatéw konkursowych. Stanowi ona
rozszerzenie tematyki poruszonej w czesci I. Tam, jak pamietacie, zajmowa-
liSmy si¢ zadaniami w zakresie klasycznego rachunku zdan. Rachunek ten
stanowi podstawe catej logiki klasycznej, dlatego kazdy kurs logiki zaczy-
na si¢ wlasnie od niego. Jednak nie kazde rozumowanie da si¢ poprawnie
przeprowadzi¢ wytacznie w oparciu o klasyczny rachunek zdan — nie kazde
tez zadanie mozemy rozwigza¢ wykorzystujac wytacznie wiedze z zakresu
klasycznego rachunku zdan. Dlatego zaprezentujemy tu odrobine wiedzy z
systemow logiki nabudowanych nad klasycznym rachunkiem zdan; innymi
stowy, wszystko, czego wczesniej nauczyliscie sie z logiki, nadal obowiazuje.
Podczas testu finalowego mozecie wiec spodziewaé sie zadan z zakresu ma-
teriatu, ktorego dotyczyt etap szkolny wzbogaconego o kilka zadan z zakresu
omoéwionego w niniejszej ,ksiazeczce”.

Tak jak w I czesci material podzielimy tu na cze$é¢ teoretyczng, czyli Co
kazdy logik wiedzie¢ powinien i cze$¢ praktyczna, czyli Co kazdy logik umieé
powinien. A zatem zapraszamy do pracy i, oczywiscie, na final konkursu w
kwietniu na KUL!!

Materialy teoretyczne, tak jak poprzednio, zostaty oparte na fragmentach
podrecznika Flementy logiki dla prawnikéw, zadania zas pochodza m. in. ze
zbioréw zadan B. Stanosz, W. Marka i J. Onyszkiewicza oraz bardzo pieknego
zbiorku zadan napisanego przez Lewisa Carolla (wszystkie informacje w spisie
literatury) i Swietnego podrecznika R. Purtilla, Logic for Philosophers.

KKk

Po analizie prac z pierwszego etapu zauwazyliSmy, ze macie sporo niecheci do
uzasadniania swoich twierdzen. Czesto wynik jest poprawny, ale brak uzasad-
nienia. Ale, jak wiecie z matematyki, sam wynik zadania nie stanowi jeszcze
jego rozwiazania. Czesto od wyniku wazniejsza jest droga, jaka przeszliscie.
Dlatego zdecydowalisémy sie dodaé kilka stow o uzasadnianiu. Jak sformuto-
waé uzasadnienie mozna si¢ uczy¢ z analizy rozwiazan zadan zawartych w
ksiazeczkach R. Smullyana.

W niniejszym skrypcie dodalismy tez fragmencik, ktéry moze przydac sie
Wam na co dzien; chodzi o analize struktury argumentu oraz prosta meto-
de oceny wartosci argumentu, ktéra zawdzieczamy pracy prof. M. Tokarza.
Polecamy!!!

Marek Lechniak
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2. Co kazdy logik wiedzie¢ powinien ...

2.1. Teoria zdan kategorycznych

W pierwszej czesci Materiatow stwierdzalismy niezawodno$é wnioskowa-
nia wykazujac, ze jest ono oparte na jakims prawie klasycznego rachunku
zdan. Jednak istniejg takie wnioskowania, intuicyjnie uznawane za nieza-
wodne, ktérych niezawodnosci nie mozna wykazaé¢ odwoltujac sie jedynie do
tego rachunku. Wezmy nastepujacy przyktad:

Kazdy prawnik jest czltowiekiem.
Kazdy prokurator jest prawnikiem.
Kazdy prokurator jest cztowiekiem.

Zapisujac to wnioskowanie w jezyku rachunku zdan musieliby$Smy pierwsze
zdanie zastapi¢ zmienng p, drugie — zmienng ¢, trzecie za$ zmienng r (we
wnioskowaniu bowiem wystepuja trzy zdania proste). Otrzymaliby$my sche-
mat wnioskowania:

p
q

r

ktory nie jest schematem niezawodnym, poniewaz odpowiadajaca mu impli-
kacja (p A q) — r nie jest prawem logiki (jest ona zdaniem falszywym dla
p=1,¢ =1, r =0). Nie mozemy stwierdzi¢ niezawodnosci tego wniosko-
wania, poniewaz zapisujac jego schemat uzyliSmy po prostu trzech réznych
zmiennych zdaniowych, a oczywiscie nie dzieje si¢ tak, ze z dwoch dowolnych
zdan wynika logicznie zdanie trzecie. Z tatwoscig mozna zauwazy¢, ze o nie-
zawodno$ci naszego wnioskowania decyduje co$ innego, niz fakt, ze jest ono
zbudowane ze zdan prostych. Jego niezawodnos¢ opiera si¢ bowiem na struk-
turze tych zdan prostych. Wszystkie one sa zdaniami postaci ,Kazde ... jest

7, czyli zdaniami kategorycznymi, ktorych teorie podal juz Arystoteles.
W niniejszym paragrafie przedstawimy wtasnie teorie takich wnioskowan,
ktora nazywa sie teorig zdan kategorycznych.

Definicja 1. Zdania kategoryczne sq to zdania postaci: ,Kazde S jest P7,
LZadne S nie jest P”,  Niektore S sq P” i ,Niektore S nie sqg P”.

Sa to wiec zdania ztozone z funktora zdaniotworczego od dwoch argumen-
tow nazwowych oraz dwoch jego nazwowych argumentow reprezentowanych
przez zmienne S, P. Ze wzgledu na argumenty nazwowe funktory te nie sg
funktorami prawdziwosciowymi. W teorii zdan kategorycznych zaktada sig,
iz za zmienne nazwowe S i P mozna podstawia¢ wytacznie nazwy ogdlne,
ale nie-uniwersalne (nazwy uniwersalne to takie, jak na przyklad: ,przed-
miot”, ,co§” itp.). W szczegblnosci, co trzeba mocno podkreslié, nie moga
wiec by¢ podstawiane nazwy puste (takie jak np.  krasnolud” czy ,hobbit”).
Jako przyktady zdan kategorycznych moga postuzy¢ nam nastepujace zdania:
Kazdy kot jest drapieznikiem, Niektorzy studiujgcy sq¢ mezZczyznamsi i tym po-
dobne. Podmioty i orzeczniki zdan kategorycznych nazywane sa terminami
(od tac. terminus — kres, granica). Zdania kategoryczne mozna podzieli¢
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wedtug dwoch kryteriow; pierwsze to jakosé zdania, czyli fakt czy zdanie jest

twierdzace, czy przeczace, drugie zas, to lo$¢, czyli wlasnos¢ zdania polega-

jaca na tym, ze zdanie orzeka badz o wszystkich desygnatach podmiotu, badz
tez tylko o niektorych jego desygnatach. W ten sposdb zdania kategoryczne
moga by¢ dzielone na twierdzace i przeczace oraz na ogolne i szczegdtowe.

Objasnienia w tym miejscu wymaga przyjmowane w teorii zdan kategorycz-

nych znaczenie stéwka ,niektory”. Stéwko to w jezyku polskim potocznie

uzywane w znaczeniu ,hiewiele”,  nie wszyscy” moze by¢ uzywane w jezyku
naukowym w co najmniej trzech znaczeniach, a mianowicie:

— ,co najmniej niektéry”, czyli ,nie zaden”, a zatem: ,przynajmniej jeden”
— znaczenie to dopuszcza taka mozliwos¢, ze 1 wszystkie przedmioty po-
siadaja dang ceche; prawdziwe przy tym znaczeniu sa zdania: Niektorzy
studiujgcy sq kobietami; Niektorzy mezczyzni sq ludZmi (bo co najmniej
jeden mezczyzna jest cztowiekiem), i tym podobne.

— ,co najwyzej niektory”, czyli ,nie wszystkie” — uzywamy go, gdy chcemy
stwierdzi¢, ze co najmniej jeden przedmiot nie posiada jakiejs cechy, cho¢
by¢ moze i wszystkie przedmioty tej cechy nie posiadaja; np. Niektorzy
studiujgcy nie sq kobietami, Niektore koty nie sq roslinozerne, i tym po-
dobne.

— tylko niektoéry”, czyli znaczenie najblizsze potocznemu, w ktorym ,nie-
ktory” znaczy tyle, co ,kilka”,  pewna ilo$¢”, ale na pewno ,nie wszyst-
kie” i ,nie zaden”; np. Niektorzy studiujgcy otrzymujq stypendium nauko-
we; Niektorzy ludzie sq ksiezmi, itp.

Podstaw rozumienia zdan kategorycznych moze dostarczy¢ ponizsza tabela

oraz zamieszczone pod nig tzw. diagramy Venna.

Nazwa zdania katego- | oznaczenie sposob czytania interpretacja egzysten-
rycznego cjalna
ogolno-twierdzace SaP Kazde S jest P Nie istnieja S nie beda-
ce P
szczegdlowo-twierdzace SiP Niektore S sa P Istnieja S bedace P
ogblno-przeczace SeP Zadne S nie jest P | Nie istnieja S bedace P
szczegolowo-przeczace SoP Niektore S nie sa P | Istnieja S nie bedace P

Pierwsza z kolumn zawiera nazwe zdania kategorycznego, druga zas symbo-
liczne jego oznaczenie. Litery a, e, i, o reprezentujg funktory zdaniotworcze
od dwbch argumentéw nazwowych, ktorymi sg odpowiednio zwroty ,,Kazde
...jest ...”,  Zadne ...nie jest ...”, ,Niektére ...sa ...”, ,Niektore ...nie
sg ...". Przyjecie pierwszych czterech samogtosek alfabetu tacinskiego ja-
ko symboli funktoréw bierze sie stad, ze po tacinie affirmo znaczy tyle, co
Swierdze” | nego zas znaczy ,przecze”. Litery a oraz i sg zatem funktorami
zdan twierdzacych, a litery e i o — funktorami zdan przeczacych, przy tym
pierwsze samogtoski z obu par (a, €) odnosza sie do zdan ogdlnych, a drugie
(i, 0) do zdan szczegdtowych.

Diagramy Venna ilustruja pustos¢ lub niepusto$¢ zbioréw. Mowimy, ze
zbior jest pusty, gdy nie posiada elementéw. Pustos$é jakiegos zbioru na dia-
gramie bedzie ilustrowana przez postawienie na odpowiadajacej temu zbio-
rowi czesci diagramu znaczka ,—” (innym sposobem zaznaczenia pustosci jest
wykreslanie odpowiedniego obszaru na diagramie), podczas gdy niepusto$é
zbioru bedzie zaznaczana postawieniem znaczka ,+7. W ten sposob otrzy-
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mujemy nastepujace diagramy dla prawdziwosci i falszywosci zdan katego-
rycznych:

Prawdziwosé Falszywosé

S P S P
- [G0] [GC

S P S P
- [T [0

S P S P
- [0 [CC
SoP

J
e

Diagramy Venna sa wlasciwie narzedziem wystarczajacym do badania
poprawnosci rozumowan. Mozemy ich zastosowanie na nastepujacym przy-
ktadzie:

Zadanie: Zbada]j poprawno$¢ nastepujacego schematu wnioskowania:

MaP

SaM

SaP
Whioskowanie to odpowiada wyrazeniu zdaniowemu (zgodnie z zasada, ze
kazdemu schematowi wnioskowania odpowiada implikacja, ktorej poprzedni-
kiem jest koniunkcja przestanek schematu, a nastepnikiem jego wniosek).

(PiM N SeM) — SoP

Badanie tego, czy schemat wnioskowania (zwany w teorii zdan katego-
rycznych trybem sylogistycznym) jest dedukcyjnym schematem wnioskowa-
nia lub czy odpowiadajaca mu implikacja jest prawem logiki, rozpoczynamy
od zalozenia prawdziwosci poprzednika badanej implikacji. Poprzednik ten
jest koniunkcja, zatem oba cztony tej koniunkcji winny by¢ prawdziwe. Re-
prezentujemy prawdziwos¢ owych przestanek na diagramie Venna. Prawdzi-
wosci wniosku nie nanosimy na diagram. Diagram dla prawdziwosci wniosku
powinien w sposob jednoznaczny wynika¢ z diagramu dla prawdziwosci prze-
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stanek!

S P

Reprezentowanie na diagramie prawdziwosci przestanek dogodnie jest zaczaé
od przestanki ogélnej, potem reprezentujemy wartosé logiczna (prawdziwos¢)
przestanki szczegdtowej. Czasem dla uproszcezenia mozna pomingé rysowanie
na diagramie uniwersum (tak tez, dla uproszczenia, uczynimy w analizowa-
nych tu zadaniach). Jak widaé¢ z powyzszego diagramu, aby zdanie SoP byto
prawdziwe, na diagramie powinien wystepowaé ,+” na czesci S, ktore nie
sa P . Ale na tym obszarze ,+” nie wystepuje (choé¢ oczywiscie na obszarze
reprezentujagcym S .+ mogtby sie pojawi¢, bo S, podobnie jak wszystkie
terminy zdan kategorycznych, jest nazwg niepusta; ktopot w tym, ze uznajac
prawdziwos¢ przestanek nie wiemy, czy ,+” moze by¢ na S bedacych P czy
tez na S nie bedacych P), a zatem tryb sylogistyczny nie jest niezawodny.

2.2. Kwantyfikatory — Wezszy rachunek predykatow

Rozwazmy nastepujace wnioskowanie:

Kazdy uczen jest mtodym cztowiekiem.
Kazda matka ucznia jest matkqg miodego cztowieka.

Chociaz oba wystepujace w tym wnioskowaniu zdania sa zdaniami katego-
rycznymi, a wnioskowanie intuicyjnie wydaje sie poprawne, nie mozna jego
poprawnosci zbadaé¢ za pomoca teorii zdan kategorycznych, mimo, ze stowa
yJuczen”, .mlody cztowiek” wystepuja i w przestance, i we wniosku. Jednak
we wniosku stowa te nie sg terminami, ale czesciami terminéw. Schemat po-
wyzszego wnioskowania nalezy wiec napisa¢ w postaci:

SaP
MaN

(gdzie S — juczen”, P — mlody cztowiek”, M —  matka ucznia”, N —
,2matka mlodego czlowieka”.)

Taki schemat nie jest formalnie poprawny. Przyczyna niemoznosci adekwat-
nego zapisania w jezyku teorii zdan kategorycznych schematu powyzszego
wnioskowania jest zbyt ubogi jezyk tej teorii — nie wystepuja w nim zwroty
umozliwiajace wyrazenie relacji miedzy przedmiotami. Odpowiednio boga-
ty jezyk, ktory umozliwia badanie poprawnosci tego rodzaju wnioskowan,
posiada tzw. wezszy rachunek predykatéw (czasem zwany réwniez rachun-
kiem kwantyfikatorow); teoria zdan kategorycznych moze by¢ traktowana
(po przyjeciu pewnych zatozen dodatkowych) jako czesé wezszego rachunku
predykatow.
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Wszelkie zdania moga by¢ podzielone na zdania podmiotowo-orzecznikowe
lub podmiotowo-orzeczeniowe, przy czym zdania podmiotowo-orzecznikowe
mozna przedstawi¢ jako pewna posta¢ zdan podmiotowo-orzeczeniowych.
W rachunku predykatow, jako podstawows, zaktadamy strukture zdan podmiotowo-
-orzeczeniowa. Przyktadami zdan jednostkowych o takiej strukturze sa:

Jan $pi.

Jan $prewa.

Jan jest kawalerem.

Jan jest wyzszy od Piotra.

Jan kocha Zenobie.

Jan siedzi pomiedzy Karolem a Zenobig.

Pierwsze trzy zdania stwierdzaja wlasnosci indywiduum (cztowieka o imie-
niu Jan): jego stany, cechy lub czynnosci jakie wykonuje, natomiast trzy
nastepne zdania stwierdzaja relacje zachodzace miedzy indywiduami — pa-
ra indywiduéw (,jest wyzszy od”, ,kocha”) lub tréjka indywiduéw (,sie-
dzi miedzy ...a ...”). Zwroty, ktére okreslaja wlasnosci indywiduéw lub
wyrazaja zachodzenie relacji miedzy indywiduami, nazywamy predykatami.
Charakteryzowane od strony syntaktycznej predykaty sa funktorami zdanio-
tworczymi od jednego, lub wiecej niz jednego, argumentu nazwowego. Przy-
ktadami predykatoéw jednoargumentowych sa: ,S$pi”, ,Spiewa”, ,jest cztowie-
kiem”, ,jest kawalerem”, a przyktadami predykatéow wiecej niz jednoargu-
mentowych zwroty: ,lubi”, ,jest wyzszy od”, ,siedzi miedzy ...a...”,itym
podobne. W rachunku predykatéw nazwom jednostkowym (o ktérych ,my-
slimy” w taki sposéb jak o nazwach indywidualnych) odpowiadaja zmienne
indywiduowo-nazwowe (reprezentowane przez zmienne z, y, z), natomiast
predykatom odpowiadaja zmienne reprezentujace predykaty (zmienne A, B,
C, P, Q). Oczywiscie zdania proste jezyka rachunku predykatéw moga by¢
taczone w zdania ztozone, dlatego u podstaw wezszego rachunku predykatéow,
podobnie jak u podstaw teorii zdan kategorycznych, przyjmuje sie klasyczny
rachunek zdan.

W analizowanym we wstepie do tego rozdzialu wnioskowaniu nie wy-
stepuja jednak zdania jednostkowe, lecz zdania kategoryczne stwierdzajace,
ze wszystkie elementy jakiego$ zbioru przynaleza do innego zbioru. Zdanie
kategoryczne, przypomnijmy, zbudowane jest z dwoch nazw ogélnych oraz
funktora zdaniotwoérczego od tych nazw. Funktor ten wyraza ,ile” przed-
miotéow jednego zbioru (wskazanego przez podmiot zdania) posiada ceche
stwierdzana w orzeczniku (,kazdy jest”, ,niektére sa’, ,niektére nie sg”,
,zaden nie jest”). W rachunku predykatéw stalymi logicznymi stuzacymi do
stwierdzenia tego, ile przedmiotéw (indywiduéw) posiada jakas wlasnos¢ lub
pozostaje wzgledem siebie w jakiej$ relacji, sa kwantyfikatory.

Oto przyktady wyrazen zdaniowych wezszego rachunku predykatow:

a) wyrazenia atomiczne A(x), B(c), P(z, y, b)
b) wyrazenia ztozone ze zmiennych zdaniowych lub wyrazen atomicznych za
pomoca funktoréw prawdziwosciowych: p vV P(z, b), A(x) — P(a, x, z);
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¢) wyrazenia, w ktérych jakie$ wyrazenie zdaniowe zostato poprzedzone kwan-
tyfikatorem ze zmienna indywiduowa: (3z)(A(x) — B(y)),p — (Vz)(A(z) —
B(y)), (Vx)p;

Nie sa poprawnie zbudowane na przyklad nastepujace ciagi znakow: A(p),
(JA)(A(z) — B(z)), (V)A(x). O kwantyfikatorach méwi sie, ze sa one wyra-
zeniami, ktére wiaza zmienne, to znaczy ,pozbawiaja te zmienne wolnosci”.
Zmienna wolna za$ to taka zmienna, za ktora wolno podstawia¢. Teraz po-
damy doktadniejsze okreslenie zmiennej wolnej. Przy tym moéwigc o wyraze-
niach z kwantyfikatorem uzywamy nastepujacych terminéw:

znak kwantyfikatora 4{&’5[} > A <.CC >

/
zmienna przy kwantyfikatorze zasieg kwantyfikatora

W podrecznikach szkolnych zamiast symboli (Va)A(z), (3x)A(z) czesto
AN Alz) V Alz)
x x

mozna znalez¢ symbole . Znacza one oczywiscie to sa-

)

mo, co ,nasze” odwrocone A i E (od for all”, exists”) wiec kazdy, kto
jest do nich ,przywigzany” moze ich uzywaé¢ w zastepstwie symboli, ktore
stosujemy w naszym mini-podreczniku.

Termin ,zasieg kwantyfikatora” oznacza wyrazenie zdaniowe, w ktérym
zmienna wskazana przy kwantyfikatorze (objeta dzialaniem kwantyfikatora)
jest zwigzana przez ten kwantyfikator.

Definicja 2. Zmienna o jest wolna w pewnym miejscu wyrazenia @ wtedy
1 tylko wtedy, gdy o wystepuje w tym miejscu wyrazenia ¢ 1 nie jest przy
kwantyfikatorze oraz nie jest w zasiequ kwantyfikatora. Zmienna o jest wolna
w wyrazeniu @ wtedy @ tylko wtedy, gdy « jest wolna w pewnym miejscu
wyrazenia p.

Przyktady:
(Va)(A(z) — B(y))

x nie jest zmienna wolng, y jest zmienna wolna, 2z nie jest zmienng wolng
(poniewaz zmienna z w ogble nie wystepuje w tym wyrazeniu);

(V) Ay) — B(x)

x — zmienna wolna (poniewaz x wystepuje przy kwantyfikatorze, ale z nie
wystepuje w zasiegu kwantyfikatora), y — zmienna wolna, z — nie jest wol-
na. Zmiennej wolnej przeciwstawiana bywa zmienna zwigzana. Méwimy, ze
w wyrazeniach (Va)¢, (Ja)¢ kwantyfikator wiaze zmienna a wystepujaca
przy nim oraz zmienng « wolng w ¢; inaczej mowimy, ze taka zmienna jest
zwigzana przez kwantyfikator.

Operacja podstawiania za zmienne odpowiednich zmiennych badz statych
pozalogicznych powinna na wstepie zosta¢ poddana odpowiedniej regulacji po
to, aby w wyniku podstawiania nie mozna byto przej$¢ od zdan prawdziwych
do zdania falszywego. Przyjmuje sie wiec nastepujace warunki prawidtowego
podstawiania:
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1) Na kazdym miejscu, w ktérym « wystepuje w ¢ jako zmienna wolna,
podstawiamy to samo wyrazenie.

2) Zadna zmienna wolna wyrazenia podstawianego po podstawieniu nie moze
stac sie zwigzang w wyniku podstawienia na miejscu podstawienia.

Rozwazmy nastepujacy przyktad. Wyrazenie (3x)(z > y) jest spelnione przez
kazda liczbe naturalna, gdyz dla dowolnej takiej liczby istnieje liczba od niej
wicksza. Gdybysmy jednak w tym wyrazeniu podstawili za zmienng wolng
y zmienng x, otrzymalibysmy falszywe wyrazenie (3z)(x > z). Podstawienie
takie jest jednak niepoprawne, poniewaz nie spetnia drugiego z warunkow
prawidtowego podstawiania.

2.2.1. Metoda sprawdzania niektérych wyrazen rachunku
predykatéw za pomocg diagraméw Venna

Czytelnik, ktory zapoznal sie juz z klasycznym rachunkiem zdan i teo-
rig zdan kategorycznych moze w tym miejscu zapytaé, czy istnieje, tak jak
w tamtych teoriach, metoda rozstrzygania o dowolnym wyrazeniu wezszego
rachunku predykatow, czy jest ono prawem logiki, czy tez nie. Odpowiedz na
to pytanie jest nastepujaca: wezszy rachunek predykatéw jest nierozstrzygal-
ny, to znaczy, ze nie istnieje metoda pozwalajaca w skonczonej liczbie krokow
o kazdym wyrazeniu zapisanym w jego jezyku orzec, czy jest prawem logiki,
czy tez nie. Rozstrzygalny natomiast jest fragment wezszego rachunku predy-
katow odnoszacy sie do wyrazen, w ktorych wystepuja wytacznie predykaty
jednoargumentowe. Gdy idzie o tego typu wyrazenia metoda rozstrzygania
opiera si¢ na zastosowaniu diagraméw Venna. W ponizszym paragrafie przed-
stawimy kilka uwag na temat interpretacji wyrazen z predykatami jednoar-
gumentowymi — interpretacja ta pozwala lepiej intuicyjnie uchwycié¢ sens
kwantyfikatorow.

Niech symbol V' oznacza uniwersum, czyli zbiér wszystkich przedmiotow
w jakiej$ dziedzinie (np. zbiér ludzi, zbiér studentéw). Z kolei symbol @) ozna-
cza zbior pusty, czyli zbior, do ktérego nie nalezy zaden przedmiot (np. zbidr
bezdzietnych ojcoéw). Wowezas wyrazenie A = () stwierdza, ze zbior A jest
zbiorem pustym, tj. ze zaden przedmiot nie nalezy do zbioru A (symbol A
reprezentuje wtasnos¢ przedmiotu, podczas gdy symbol A - zbiér przedmio-
téw posiadajacych wlasnosé reprezentowana przez predykat A). Wyrazenie
~ (A = 0) stwierdza, ze zbiér A jest niepusty, tj. ze istnieja przedmioty
nalezace do zbioru A. Wyrazenie A = V stwierdza, ze zbiér A jest zbio-
rem uniwersalnym, tj. ze kazdy przedmiot nalezy do zbioru A, a wyrazenie
~ (A =V) stwierdza, ze zbior A nie jest zbiorem uniwersalnym, tj. ze pewne
przedmioty nie nalezg do zbioru A.

Po przyjeciu powyzszych ustalen mozna stwierdzi¢, ze prawdziwe sa na-
stepujace réwnowaznosci:

(Vo)A(z) ={z: A(z)} =V

~ (Vo) A(z) =~ ({z: A(z)} = V)
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(Fr)A(z) =~ ({z : A(2)} = 0)

~ (Fr)A(z) ={z: Ax)} =10

(Vo) ~ A(z) ={x :~ Az)} =V

(3z) ~ A(z) =~ ({z :~ A(z)} = 0)

Sposéb odezytania powyzszych wzoréw wyjasnijmy na przyktadzie wzoru
pierwszego. Stwierdza on, ze ,,Dla kazdego =, A(x)” jest réwnowazne stwier-
dzeniu, ze ,zbiér x majacych whasnosé A (w taki sposéb odcezytujemy zapis:
{z : A(x)}) jest réwny zbiorowi wszystkich przedmiotéw V7. Z kolei np.
wzOr ostatni czytamy w sposob nastepujacy: ,dla pewnego z, nie jest tak, ze
x posiada wlasnos¢ A wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest tak, ze zbior z-6w
nie majacych wtasnoéci A jest zbiorem pustym”.

Powyzsze wzory moga stuzy¢ juz jako podstawa graficznej interpretacji
zdan z kwantyfikatorami. W diagramie Venna:

IT

caly prostokat symbolizuje zbiér uniwersalny V. Obszar I symbolizuje
zbior {z : A(x)}, zas obszar II symbolizuje zbiér {x :~ A(x)}.

Niepusto$é danego zbioru zaznaczamy na diagramie umieszczajac znak
»,+" na obszarze symbolizujacym dany zbiér. To, ze dany zbior jest pusty, za-
znaczamy na diagramie stawiajac ,,— na obszarze reprezentujacym ten zbior.
Fakt zas, ze dany zbiér jest uniwersalny, zaznaczamy na diagramie stawiajac
,— mna czesci prostokata poza obszarem symbolizujacym ten zbiér. To, ze
dany zbiér nie jest uniwersalny, zaznaczamy na diagramie umieszczajac znak
1" poza obszarem symbolizujacym ten zbior. W ten sposéb powyzsze wzo-
ry mozna przedstawi¢ w sposob graficzny. Otrzymamy nastepujace diagramy
Venna przedstawiajace prawdziwos¢ lub falszywos$é wyrazen utworzonych za
pomocy kwantyfikatoréw:
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Prawdziwosé Falszywosé
o | ()| (D
SO I
e | () 0
Zadanie

Sprawdz za pomocg diagramow Venna czy ponizsze wyrazenie jest prawem
logiki:

(Vz)(A(x) A B(z)) — [(Vo)A(z) A (Vo) B(x)]

Poniewaz sprawdzane wyrazenie ma posta¢ implikacji, mozemy zatozy¢ w pu-
nkcie wyjscia prawdziwo$¢ poprzednika tej implikacji (lub falszywos¢ jej na-
stepnika). Zat6zmy zatem, ze poprzednik implikacji jest prawdziwy. Wowczas
prawdziwe jest zdanie (Vz)(A(z) A B(x)), tzn. ze zbiorem pustym jest ten
podzbiér uniwersum, ktéry zawiera przedmioty nie posiadajace tacznie wia-
snoéci A wraz z wlasnoscia B. Rysujemy diagram, stawiajac na obszarach II,

III oraz IV ,—".
AB
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Jak mozemy zobaczy¢, na diagramie zaznaczona zostata pusto$¢ zbioru
wszystkich przedmiotéw nie majacych wlasnosci A (,,—” na obszarach I1I, IV)
oraz pustosé¢ zbioru wszystkich przedmiotéw nie majacych wtasnosci B (,—”
na obszarach I11IV). A zatem prawdziwe jest zdanie [(Vz)A(z) A (Vx)B(z)],
czyli badane wyrazenie jest prawem logiki.

2.3. Wybrane pojecia teorii zbioréw i relacji

9

Podczas dotychczas prowadzonych rozwazan pojawialy si¢ terminy ,zbior’
oraz relacja”. W tym miejscu chcemy krétko omoéwic kilka sposréd naj-
wazniejszych poje¢ teorii zbiorow oraz tej jej czesci, ktérg stanowi teoria
relacji. Poniewaz pojecia te sa znane z programu matematyki w szkole $red-
niej, ponizsze uwagi beda bardzo krotkie. Nalezy jeszcze dodac, ze w ponizej
prezentowanej teorii zbiorow poshugiwac si¢ bedziemy znakiem réwnosci, za-
ktadajac, ze spetnione sg nastepujace trzy warunki dotyczace relacji rownosci
(identycznosci):

rT=x

tzn., ze kazdy przedmiot jest identyczny z samym soba.
r=y—oy==x
czyli jesli x jest identyczny z y, to i y jest identyczny z x.
(x=yANy=2z2) —x=2

czyli jesli x jest identyczny z y, a y jest identyczny z z, to x jest identyczny
z z.

2.3.1. Pojecie zbioru, dzialania na zbiorach i stosunki miedzy
zbiorami

Jak wskazalismy we wzmiankowanym juz paragrafie ksiazki, zbiory w sen-
sie dystrybutywnym moga by¢ formowane przez proste wyliczenie jakichs
przedmiotéw lub przez podanie wlasnosci posiadanej przez wszystkie przed-
mioty danego zbioru. Ten drugi sposéb mozna zapisa¢ w postaci wzoru:

ve{y: W)} =W(x)

co mozna odczytac¢ w sposob nastepujacy: x nalezy do zbioru tych i tylko tych
przedmiotéw, ktore posiadaja wiasnosé W wtedy i tylko wtedy, gdy x po-
siada wtasnos¢ W. Formule te czasem nazywa sie aksjomatem definicyjnym.
Obok tego warunku podstawowy dla rozumienia pojecia zbioru jest warunek
rownosci dwoch zbioréw, ktory moze byé zapisany w nastepujacy sposob:

A=B=(Vz)lre A=z € B]

Warunek ten stwierdza, ze dwa zbiory sa réwne (identyczne) wtedy i tylko
wtedy, gdy maja doktadnie te same elementy. Identyczne sg wiec np. takie
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dwa zbiory: A = {1,21,35} oraz B = {21, 35, 1}; kolejno$¢ ustawienia
elementow w zbiorze nie odgrywa tu roli.

Jesli rozpatrujemy zbiory o skonczonej liczbie elementéw, dwa z nich maja
szczegblny charakter — zbiér uniwersalny i zbior pusty. Zbiér uniwersalny to
zbiér wszystkich przedmiotéw. Na gruncie logiki formalnej podaje sie naste-
pujaca definicje zbioru uniwersalnego:

reV=orx=x

czyli x nalezy do zbioru uniwersalnego wtedy, gdy x = x. Zauwazmy, ze waru-
nek po prawej stronie rownowaznosci jest spetniony przez kazdy przedmiot, a
to oznacza, ze kazdy przedmiot nalezy do zbioru uniwersalnego. Oczywiscie
w praktyce ograniczamy dziedzing rozwazan do jakiegos podzbioru zbioru
uniwersalnego (wskazywaliSmy na to omawiajac kwantyfikatory o ograniczo-
nym zakresie). Taki podzbiér nazywamy uniwersum lub dziedzina przedmio-
towa dyskursu. W podobny sposob definiuje sie zbiér pusty (zbidr nie posia-
dajacy zadnych elementéw) — podaje sie¢ mianowicie warunek, ktérego nie
spetnia zaden przedmiot. Otrzymujemy definicje:

v €)=~ (v=u0)

Fakt dopuszczania zbioréw pustych w teorii zbioréw (i w teorii mnogo-
Sci, ktora jest teoria zbioréw nieskonczonych) wskazuje na réznice miedzy
dystrybutywnym a kolektywnym znaczeniem stowa ,zbioér”. Zbiory w sen-
sie kolektywnym nie moga by¢ puste (bo sa to catosci w sensie fizycznym,
czyli istnosci czaso-przestrzenne), nie mamy natomiast problemu z wyobraze-
niem sobie dystrybutywnie rozumianego, pustego zbioru Polakéw noblistow
w dziedzinie ekonomii (do niego nalezatyby osoby narodowosci polskiej, ktére
otrzymaty nagrode Nobla w dziedzinie ekonomii. Takich os6b aktualnie nie
ma, ale opisana wtasnosé bez popadniecia w sprzeczno$é mozna rozwazac).

Podstawowymi dziataniami na zbiorach sa: dodawanie, odejmowanie i
mnozenie zbiorow oraz dopetnianie zbioru do uniwersum, a rezultatami tych
dziatan sa (odpowiednio) suma zbioréw, réznica zbioréw, iloczyn zbioréw i
dopeienie zbioru.

Definicja 3. Suma zbioréw A i B (oznaczana za pomocg symbolu AU B)
jest to zbior zloZony z tych i tylko tych przedmiotow, ktore nalezg do zbioru
A lub nalezq do zbioru B, czyli

AUB={z: z€ AV € B}

a zatem
r€ AUB=(x € AV € B)

Definicja 4. lloczyn zbiorow A i B (oznaczany jako ANB) jest to zbior tych
i tylko tych przedmiotow, ktore nalezg do zbioru A i nalezq do zbioru B, czyli

ANB={z: z€ ANz € B}

a zatem
re€ANB=(xe€ ANz € B)
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Definicja 5. Rdznica zbioréw A i B (oznaczana jako A — B) jest to zbior
tych i tylko tych przedmiotéow zbioru A, ktore nie sq elementami zbioru B,
czyli

A-B={z: 2€ AN~ (x € B)}

a zatem
re€A—B=zxec AN~ (z € B)

Definicja 6. Dopelnienie zbioru A (oznaczane jako —A) jest to zbior tych
i tylko tych przedmiotéw, ktore nie sq elementami zbioru A, czyli

r€—-A=~ (z €A

Przyktady: suma zbioréw prokuratoréw i profesorow jest zbior tych oséb,
ktore sa prokuratorami lub sa profesorami, iloczyn tych zbioréw jest zbiorem
0s6b bedacych zarazem prokuratorami i profesorami, a réznice stanowi zbior
prokuratoréw nie bedacych profesorami. Z kolei podanie dopelnienia jakie-
gos$ zbioru wymaga okreslenia uniwersum, w ktérym dany (dopetniany) zbior
sie zawiera. Np. dopelnienie zbioru prokuratoréw (w uniwersum ludzi) jest
zbiorem wszystkich ludzi nie bedacych prokuratorami, ale dopelnienie tego
samego zbioru prokuratoréw w uniwersum wszystkich przedmiotow bedzie
obejmowaé jakiekolwiek przedmioty, ktére nie sa prokuratorami (np. stoty,
foki, ludzi nie bedacych prokuratorami, itp). Zbiér wszystkich wyrazen da-
nego jezyka jest sumg zbioréw wyrazen nazwowych, zdaniowych, funktoréw
i operatorow tego jezyka, zbiér wyrazen nazwowych tego jezyka to roznica
zbioru wyrazen samodzielnych i zbioru wyrazen zdaniowych (tego jezyka), a
zbiér nie-funktoréow to dopetnienie zbioru funktoréw w uniwersum wszystkich
wyrazen tego jezyka.

Kolejnym waznym pojeciem teorii zbioréow jest pojecie zawierania si¢ zbio-
réw (inkluzji zbioréw).

Definicja 7. Zbior A zawiera sie w zbiorze B wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazZdy
element zbioru A jest elementem zbioru B, tzn.

ACB=Vz)(xe A—xz € B)

lub tez
ACB=A—-B=10

Tak np. zbiér prawnikow zawiera sie¢ w zbiorze ludzi, a zbiér nazw danego
jezyka zawiera sie w zbiorze wyrazen nazwowych tego jezyka. Zauwazmy,
ze zgodnie z podang definicja kazdy zbidor zawiera si¢ w samym sobie, tzn.
prawda jest, ze A C A oraz zbiér pusty zawiera sie w kazdym zbiorze, tzn.
() € A. Dysponujac pojeciem zawierania si¢ zbioréw mozna podaé definicje
roéwnosci zbioréw, a mianowicie:

A=B=ACBABCA

tzn. dwa zbiory sa identyczne, gdy wzajemnie si¢ zawieraja.
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2.3.2. Pojecie relacji i niektore wlasnosci relacji

Kazdy cztowiek po kursie matematyki wie, co to jest funkcja. Jednak nie
kazdy kojarzy pojecie funkcji z pojeciem o szerszym zakresie, czyli pojeciem
relacji. Jest to drugie, obok ,zbioru”, wazne pojeciem logiki dotad jeszcze
przez nas nie omawiane. Intuicyjnie rzecz ujmujac relacja jest to stosunek
zachodzacy miedzy przedmiotami. Powiemy, ze Jan pozostaje w relacji bycia
ojcem wzgledem Hipolita, podobnie Karol jest ojcem Zenobii, a Gerwazy
ojcem Protazego. Ogodlnie mozna powiedzie¢, ze relacja bycia ojcem jest to
wspOlna wlasnosé par os6b (Jana i Hipolita, Karola i Zenobii, Gerwazego
i Protazego, i tak dalej). Analizujac relacje bycia ojcem zauwazamy ponadto,
ze kolejnos¢ miedzy przedmiotami pozostajacymi w danym stosunku jest rze-
cza wazna; jesli np. Jan jest ojcem Hipolita, to oczywiscie nie jest prawda, ze
Hipolit jest ojcem Jana. Ta cecha rézni pary cztonow relacji od ,zwyktych”
zbioréow dwuelementowych, w przypadku ktorych kolejno$é elementéow nie
odgrywa roli, tzn. prawda jest, ze {x,y} = {y,x}. Te dwa spostrzezenia rzu-
caja $wiatto na logiczne okreslenie relacji (tu dla uproszczenia ograniczymy
sie jedynie do okreslenia relacji dwucztonowych).

Aby speli¢ wymog, iz kolejnos¢ elementow w parze jest jej cechg istot-
na, wprowadza sie pojecie pary uporzadkowanej (symbolizowane przez zapis
< x, y > odczytywany: ,para uporzadkowana o pierwszym elemencie x i
drugim y”), ktéra jest zbiorem dwuelementowym, spetniajacym nastepujacy
warunek réwnosci par uporzadkowanych:

<xy>=<z,u>=[r=zANy=ul

co czytamy: dwie pary uporzadkowane sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy ich
pierwsze elementy sa réwne oraz ich drugie elementy sa réwne. Dysponujac
pojeciem pary uporzadkowanej mozna zdefiniowaé relacje dwucztonows.

Definicja 8. Relacja dwucztonowa jest to zbior par uporzgdkowanych; inny-
mi stowy x pozostaje w relacji R wzgledem y wtedy @ tylko wtedy, gdy para
uporzgdkowana < x,y > jest elementem relacji R, tj. pewnego zbioru par
uporzgdkowanych.

Wyrazenie ,para uporzadkowana < z,y > jest elementem relacji R”, czyli
symbolicznie < x,y >€ R zapisujemy skrétowo xRy.

Relacje zachodza miedzy przedmiotami. Wazne jest odroznienie zbiorow
przedmiotow, ktore sg pierwszymi cztonami relacji od tych, ktére sg drugimi
jej cztonami. Pierwszy zbior nazywamy dziedzing relacji, a drugi jej przeciw-
dziedzina.

Definicja 9. Dziedzina relacji R jest to zbior wszystkich przedmiotow, ktore
wzgledem jakiego$ przedmiotu pozostajqg w relacyi R. Innymi stowy, x nalezy
do dziedziny relacji R gdy istnieje taki przedmiot, wzgledem ktérego x pozo-
staje w relacji R, co symbolicznie mozna zapisac:

z € D(R) = (Jy)xRy.

Podobnie:



2. Co kazdy logik wiedzie¢ powinien . .. 16

Definicja 10. Przeciwdziedzina relacji R jest to zbior przedmiotow, wzgle-
dem ktorych jakis przedmiot pozostaje w relacyi R.

y € Ad(R) = (Jz)zRy.

Tak na przyktad dziedzing relacji bycia ojcem jest zbior wszystkich osdéb,

ktore sg ojcami, a przeciwdziedzing tej relacji zbiér wszystkich oséb maja-

cych ojca; dziedzing relacji bycia mezem jest zbidr wszystkich mezow, a jej

przeciwdziedzing zbior 0os6b majacych meza, czyli zbior wszystkich zon.
Dysponujac pojeciem relacji mozna okresli¢ pojecie funkcji.

Definicja 11. Funkcja jest to relacja, ktora kazdemu elementowi dziedziny
przyporzgdkowugje jeden, i tylko jeden element przeciwdziedziny.

Funkcja (R) = (Vz)(Vy)(V2)[(zRy N zRz) — y = 2]

Zatem R jest funkcja wtedy, gdy nie moze zachodzi¢ przypadek, ze jednemu
elementowi dziedziny odpowiadaja dwa elementy przeciwdziedziny. Przykta-
dy funkcji: relacja zachodzaca miedzy warto$ciami logicznymi argumentéw
funktora prawdziwosciowego a wartos$cig logiczng wyrazenia utworzonego za
pomoca tego funktora; relacja miedzy osobami a datami ich urodzenia; relacja
miedzy osobami a ich matkami; dziatanie dodawania jako funkcja zachodzaca
miedzy sktadnikami dodawania a ich suma (relacja trojargumentowa), i tym
podobne.

Przygladajac si¢ podanym tu przyktadom relacji mozemy stwierdzi¢, iz re-
lacje moga miec¢ rozne wlasnosci. Na przyktad jedne z nich zachodzg ,w jedna
i w druga strone” (np. relacja bycia rodzenstwem), podczas gdy inne zachodza
tylko ,w jedna strone” (np. relacja bycia wiekszym); sa takie relacje, ktére
zawsze zachodza pomiedzy dowolna para przedmiotéw (bycie wigkszym lub
réwnym) oraz takie, ktére raz zachodza, a innym razem nie zachodza (bycie
bratem). Podamy teraz kilka definicji podstawowych wtasnosci relacji.

Definicja 12. Relacja R w zbiorze A jest zwrotna
refl(R,A) = (Vz)[zx € A — xRx]

Relacja R jest zwrotna w zbiorze A wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi miedzy
jakims przedmiotem nalezgcym do tego zbioru, a nim samym.

Przyktady: relacja bycia tego samego wzrostu w zbiorze oséb, relacja bycia
wickszym lub réwnym w zbiorze liczb, itp. W nastepnych definicjach dla
uproszczenia przyjmiemy, ze dziedzina relacji R jest zbior A. Bedziemy wow-
czas mowié, ze relacja R jest zwrotna (w swojej dziedzinie), czyli po prostu,
ze relacja R jest zwrotna, symetryczna, i tak dalej.

Definicja 13. Relacja R jest symetryczna
sym(R) = (Vx)(Vy)[zRy — yRx]

Relacja R jest symetryczna wtedy @ tylko wtedy, gdy dla dowolnej pary przed-
miotow, jesli ta relacja zachodzi miedzy pierwszym a drugiem przedmiotem,
to zachodzi takze miedzy przedmiotem drugim a pierwszym.
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Przyktady: relacja bycia rodzenstwem, relacja bycia matzonkiem, itp.

Definicja 14. Relacja R jest przechodnia
trans(R) = (Vz)(Vy)(V2)[(zRy A yRz) — xRz

Relacja R jest przechodnia wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla dowolnej trojki przed-
miotow, jesl relacja ta zachodzi miedzy pierwszym a drugim przedmiotem
oraz miedzy drugim a trzecim przedmiotem, to zachodzi takze miedzy pierw-
szym a trzecim przedmiotem tej trojki.

Przyktady: relacja bycia potomkiem, relacja bycia wigkszym, itp.
Definicja 15. Relacja R jest spéjna

con(R) = (Va)(Vy)[~ (x = y) — 2Ry V yRa]

Relacja R jest spojna wtedy i tylko wtedy, gdy relacja ta zawsze zachodzi
miedzy dowolng parg roznych przedmiotow.

Np. relacja bycia wiekszym w zbiorze liczb, relacja bycia jasniejszym w zbio-
rze barw, itp.

Definicja 16. Relacja R jest asymetryczna
asym(R) = (Vz)(Vy)[zRy —~ (yRz)]

Relacja R jest asymetryczna wtedy @ tylko wtedy, gdy dla dowolnej pary przed-
miotow, jesl relacja ta zachodzi miedzy pierwszym a drugim przedmiotem
jakiejs pary, to nie zachodzi miedzy przedmiotem drugim a pierwszym tej

pary.

Np. relacja bycia ojcem, relacja bycia dtuznikiem, itp.
Powyzsze definicje umozliwiaja okreslenie dwoch zasadniczych typow re-
lacji: relacji réwnowaznosciowej oraz relacji porzadkujacych.

Definicja 17. Relacja R jest réwnowaznos$ciowa
= [refl(R) A sym(R) A trans(R)]

Relacja jest rownowaznosciowa, gdy jest zwrotna, symetryczna i przechodnia.

Przyktady: relacja rownowaznosci w zbiorze wyrazen, relacja réwnolegtosci
w zbiorze prostych, relacja przystawania w zbiorze trojkatow itp. Relacje
rownowaznos$ciowe maja duze znaczenie przy konstruowaniu definicji. Otéz
wszystkie przedmioty, miedzy ktorymi zachodzi relacja rownowaznos$ciowa
maja wspolng wtasnosé, ktérej nie majg przedmioty w tej relacji nie pozo-
stajace. Np. wszystkie odcinki do siebie przystajace maja te sama dlugosc,
a wszystkie trojkaty, ktore sa do siebie podobne maja ten sam ksztatt. Mozna
wiec powiedzieé, ze ksztalt jakiegos trojkata jest to wspolna wlasnosé wszyst-
kich tréjkatow do niego podobnych, a dlugosé jakiegos odcinka to wspodlna
cecha wszystkich odcinkéw przystajacych do tego odcinka.

Drugim z waznych poje¢ teorii relacji jest pojecie relacji porzadkujace;j.
Odroéznia sie mocniejsze i stabsze pojecia porzadku.
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Definicja 18. Relacja R porzgdkuje zbior A wtedy i tylko wtedy, gdy relacja
R jest relacjg asymetryczng, przechodnig i spojng w zbiorze A.

Takimi relacjami sg na przyktad: relacje bycia wickszym lub bycia mniejszym
w zbiorze liczb, relacja bycia jasniejszym w zbiorze barw, i tak dalej.

Definicja 19. Relacja R cze$ciowo porzgdkuje zbior A wtedy i tylko wtedy,
gdy relacja ta jest asymetryczna i przechodnia w zbiorze A.

Przyktadami relacji czesciowo porzadkujacej sa: wszystkie relacje porzadku-
jace, relacja bycia starszym w zbiorze oséb (relacja ta jest tylko cze$ciowo
porzadkujaca, bo moga by¢ osoby majace tyle samo lat, miedzy ktérymi
relacja bycia starszym nie zachodzi).

Wskazanie relacji porzadkujacych jaki$ zbiér przedmiotéw jest podstawsg
omawianej w pierwszej czesci ksigzki operacji szeregowania przedmiotéw. Re-
lacja posiadania nizszego numeru w albumie jest relacja porzadkujaca zbior
studiujacych na uniwersytecie, ktéra umozliwia ich uszeregowanie. Relacja
"bycia wezesniej kupiong” czeSciowo porzadkuje zbiér ksigzek w bibliotece,
a relacja bycia bardziej inteligentnym porzadkuje czesciowo zbior studentow.

2.4. Struktura argumentu i ocena wartosci argumentu

2.4.1. Struktura argumentu

Wielu z Was, szczego6lnie o "nachyleniu humanistycznym” moze po prze-
czytaniu powyzszych partii odnies¢ wrazenie, ze logika dotyczy tylko wnio-
skowan, w ktorych dla danych kilku przestanek mozna natychmiast wska-
za¢ wniosek. Tymczasem, powiecie, mamy zaréwno w codziennych argumen-
tacjach spotecznych, politycznych czy naukowych, jak i w argumentacjach
filozoficznych rozbudowane struktury z wieloma przestankami, do ktorych
dotaczone sg uzasadnienia. Dlatego, wychodzac naprzeciw tym pytaniom,
dotgczamy ten fragmencik po$wiecony analizie argumentu wraz z zaczerpnie-
ta ze Swietnego podrecznika prof. Marka Tokarza Argumentacja, perswazja,
manipulacja metoda oceny wartosci argumentu.

Najprostsza sytuacja argumentacyjna jest wtedy, gdy nadawca podaje
jeden sad P jako przestanke, ktora jego zdaniem dostatecznie wspiera teze
T. Jak widzimy, w argumentacji mamy argumentujacego, ktory podejmuje
sie podania racji za gloszona przez siebie teza. Jest on przekonany, ze srod-
ki, ktorych uzywa, sg wystarczajace do wsparcia dowodzonej tezy. Zwykle
jednak, do wykazania stusznosci gloszonej tezy trzeba uzy¢ kilku przestanek;
wowczas mozemy mie¢ dwie podstawowe sytuacje:

1. argument réwnolegly, gdy kazda z przestanek niezaleznie od pozostatych,
w jakims stopniu wspiera konkluzje;

2. argument szeregowy, gdy zadna z przestanek wzieta w izolacji od pozo-
statych przestanek, nie wspiera tezy; dopiero wszystkie przestanki razem
wzigte moga by¢ traktowane jako uzasadnienie wniosku.

Argumentacja rownolegta:
Przyktad:
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Teza: T= Kowalski zarabia wiecej niz Wisniewski.

Kilka niezaleznych przestanek, z ktérych kazda wspiera wniosek:

P, = Kowalski skonczyt lepsze studia od Wisniewskiego

P, = Kowalski ma lepsze stanowisko od Widniewskiego.

P3 = Kowalski jezdzi lepszym samochodem niz Wisniewski. Kazda przestanka
wspiera wniosek w oderwaniu od pozostatych przestanek, co ilustruje sche-

mat:
Al
v

(7]

W argumentacji szeregowej podwazenie cho¢by jednej z przestanek pod-
waza caly dowdd, gdyz pod nieobecnosé ktorejkolwiek z przestanek pozostate
staja si¢ bezwartosciowe.

Przyktad:

Teza: T= Watson nie ma goscia. Przestanki:

P, = Na wieszaku nie wisi ptaszcz.

P, = Jesli Watson ma goscia, na wieszaku wisiatby ptaszcz.

P, + P,

T

Czasem struktura argumentu jest ztozona; argumentacja ma gtowne prze-
stanki (P, Py, Ps i gtéwna konkluzje T oraz argumentacje wewnetrzne wspie-
rajace jedng lub wiecej przestanek:

] [

v v

P, ‘L‘ + P,

2.4.2. Ocena wartosci argumentu — obliczanie stopnia akceptacji
tezy wedlug Tokarza

W prostym systemie oceny stopnia akceptacji tezy stworzonym przez pro-
fesora Marka Tokarza, tak stopien akceptowalnosci sadu P - oznaczany sym-
bolem A(P) — podanego przez nadawce bez uzasadnienia (a takie sady w
argumentacji zawsze sie pojawiaja), jak i site prostych przejsé¢ inferencyjnych
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mierzymy w skali pieciostopniowej, od 1 do 5, kierujac sie nastepujacymi
wytycznymi:
— jesli nie jest mozliwe, aby sad P byl prawdziwy, to: A(P) = 1;
— jesli jest bardzo prawdopodobne, ze sad P jest falszywy, to:A(P) = 2;
— jesli wartosé logiczna sadu P jest nierozstrzygalna, to: A(P) = 3;
— jesli jest bardzo prawdopodobne, ze sad P jest prawdziwy, to: A(P) = 4;
— jesli jest pewne, ze sad P jest prawdziwy, to: A(P) = 5.

Site bezposrednich przejs$¢ (inferencji) od przestanki P do wniosku T okre-
slamy nastepujaco:
— jesli Tmie ma zwiazku logicznego z P, to: sita przejscia od P doT" wynosi
L;
— jesli taka sytuacja, w ktorej P jest prawda, a T fatszem, jest bardzo praw-
dopodobna, to: sita przejscia od P do T" wynosi 2;
— jesli nie da sie stwierdzi¢, czy P uzasadnia T mocno, czy stabo, to: sita
przejscia od P do T wynosi 3;
— jesli taka sytuacja, w ktorej P jest prawda, a T falszem, jest mato praw-
dopodobna, to: sita przejscia od P do T" wynosi 4;
— jesli przejscie od P do T jest pewne, to znaczy jesli T wynika dedukcyjnie
z P to: sita przejécia od P do T wynosi 5.

Stopnie akceptowalnosci umieszcza sie na diagramach w nawiasach obok
odpowiednich przestanek, a site inferencyjng - obok strzatki symbolizujacej
dang inferencje. Dla prostego argumentu o przestance P i wniosku 7', gdzie
stopien akceptowalnos$ci P wynosi x, a sita przejscia od P do T' — y diagram
wyglada tak:

P | (®

l(y)

T

Stopien akceptowalnoéci tezy T w oparciu o przestanke P definiowany
jest jako mniejsza z liczb z,y. Argument dostatecznie uzasadnia teze (teza
jest akceptowalna), gdy stopien jej akceptowalnosci jest wiekszy niz 3.

Dla argumentacji rownolegtlej, dzieli si¢ t¢ argumentacje na tyle argumen-
tow prostych, ile jest przestanek niezaleznie wspierajacych teze T, czyli

] &) (7]

N

zapisujemy tak:
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[r]  [m] [

VL V} v

[r]  [=] [r]

Otrzymane stopnie akceptowalnosci nazywamy pomocniczymi — Najwigkszy
z pomocniczych stopni akceptowalnosci jest stopniem akceptowalnosci tezy
T. Na przyktad dla argumentacji rownolegtej o trzech niezaleznych przestan-
kach mamy:

o Pz ORENE

Q) 3

T

Jak wida¢ teza T jest akceptowalna (ma stopien akceptowalnosci 4, bo Py
ma stopien akceptowalnosci 3, P, — 4, a P3 — 3).

Dla argumentacji szeregowej przypisujemy stopnie akceptowalnosci kaz-
dej z przestanek z osobna i ustalamy stopien sity wynikania przy przejsciu
od tych przestanek, traktowanych tacznie (czyli w koniunkcji), do wniosku
T. Otrzymujemy w ten sposoéb o jedng liczbe wiecej, niz jest przestanek w
danej argumentacji, a najmniejsza z nich stanowi stopien akceptowalnosci te-
zy A(T). Na przyktad dla argumentu szeregowego o przestankach P, ..., Ps,
teza T jest nieakceptowalna (ma stopien akceptacji 2, ktéry jest najmniejsza
liczba z 4, 3, 5, 2):

P, + P, + P4
@ 3 O

(2)
A
5

Na przyktad argumentacja wyzej podana dotyczaca ptaszcza w pokoju dok-
tora Watsona

(Teza: T= Watson nie ma godcia.

Przestanki:

P, = Na wieszaku nie wisi ptaszcz.

P, = Jesli Watson ma goscia, na wieszaku wisiatby ptaszcz.) ktéra jest ar-
gumentacja szeregowa, ma stopien akceptacji 4 lub 5 — zalezy to od oceny
przestanki P,. P; jest niewatpliwa (oparta na doswiadczeniu), a stopien ak-
ceptacji przejscia od przestanek do wniosku — 5 (bo wnioskowanie to oparte
jest na prawie logiki ~ p A (¢ — p) —~ q).
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3. Co kazdy logik umieé¢ powinien ...

3.1. Zadania

3.1.1. Stare sylogizmy

1. Znajdz wniosek (w oparciu o diagramy Venna) na podstawie nastepu-
jacych przestanek:

Ludzie miodzi lubig spacerowac.

Studenci sqg mtodzi.

Rozwigzanie:

1. Zastepujemy nazwy w przestankach za pomoca odpowiednich zmiennych
oraz uzupetniamy zwroty kwantyfikujace. W jezyku polskim obowigzujg pew-
ne ,niepisane” zasady: zdanie z nazwa w liczbie mnogiej traktujemy jako ogoél-
ne (a wiec dodajemy zwrot ,kazdy” na poczatku), dla zdan szczegbétowych
kwantyfikacja jest wskazywana przez zwroty ,pewne”,  niektore”, czasem
przez zastapienie czasownika ,jest (sa)” przez ,bywaja”, itp. Otrzymujemy:
,mtody cztowiek” = M, ,student”= S, ,ten, ktory lubi spacerowaé” = P

MaP

SaM
?

(Y.
NV
s\ )p
3. Analizujemy diagram pod katem relacji miedzy S a P. Widzimy, ze na
diagramie wszystkie S nie bedace P sa ,wykreslone” (na odpowiednich ob-
szarach diagramu sa ,—”, czyli nie istnieja S nie bedace P, a stad wynika,

ze zadanie SaP jest prawdziwe. A zatem szukanym wnioskiem jest zdanie:
,2Kazdy student lubi spacerowac”.

2. Rysujemy diagram Venna:

a) Polacy sa pracowici.
Zaden mi$ koala nie jest pracowity.
b) Pewni Zydzi sa bogaci.
Wszyscy Eskimosi nie sg Zydami.
¢) Zadne ttuste stworzenie nie biega dobrze.
Pewne charty biegaja dobrze.
d) Sliwki w czekoladzie sg stodkie.
Niektore stodkie rzeczy sa lubiane przez dzieci.
e) Wszyscy bladzi ludzie sa flegmatyczni.
Nikt nie wyglada poetycznie, o ile nie jest blady.
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f) Pewne $winie sa dzikie.
Wszystkie swinie sa ttuste.
g) Zadne dzieci nie sg cierpliwe.
Zadne niecierpliwe stworzenie nie moze usiedzieé¢ spokojnie.
h) Zadne misie koala nie sa biale.
Zaden ston nie jest bialy.
i) Wszelkie dobrze odzywione kanarki $piewaja glosno.
Zaden kanarek nie jest smutny jesli épiewa glosno.
j) Niektore jajka sa ugotowane na twardo.
Zadne jajka nie sa nierozbijalne.

2. Zbadaj za pomoca diagraméw Venna, czy ponizsze wnioskowania (sy-
logizmy) sa poprawne.

a)
Zadni doktorzy nie s entuzjastami.
Pewni prawnicy sg entuzjastami.
Pewni prawnicy nie sg doktorami.

b)
Stowniki sa uzyteczne.
Uzyteczne ksiazki sa drogie.
Stowniki sa drogie.
)
Wszelkie lwy sa gwattowne.
Pewne lwy nie pija kawy.
Pewne stworzenia, ktére pija kawe nie sa gwalttowne.
d)
Wszelkie osy sa nieprzyjazne.
Zadne lalki nie sg nieprzyjazne.
Lalki nie sa osami.
e)
Wszystkie moje cukierki sa czekoladowe.
Wszystkie moje cukierki sa smaczne.
Moje czekoladowe cukierki sg smaczne.
)
Wszystkie mtode baranki skacza.
Zadne mtode stworzenie nie jest zdrowe, o ile nie skacze.
Wszelkie mtode baranki sa zdrowe.
g)
Zaden ptak oprocz pawia nie jest dumny ze swego ogona.
Niektore ptaki, ktore sa dumne ze swego ogona, nie moga Spiewac.
Pewne pawie nie moga Spiewac.
h)
Zadna zaba nie jest poetka.
Pewne kaczki nie sa poetkami.
Pewne kaczki nie sa zabami.
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3. Znajdz wniosek dla nastepujacych soriteséw (sorites (stos, tancusznik)
to rozumowanie oparte na zdaniach kategorycznych majace wigcej niz dwie
przestanki):

(1) Dzieci sa nielogiczne.

(2) Nigdy nie pogardza sie kims, kto poskromit krokodyla.

(3) Nielogicznymi osobami sie nie pogardza.

Rozwigzanie:

1. Tak jak poprzednio, wprowadzamy oznaczenia: ,dziecko” = D, ,nielo-
giczny” = N,  ktos, kim pogardzaja’ = P, ,poskromiciel krokodyla” = K;
okreslamy tez uniwersum, w ktérym analizujemy zwigzki miedzy zbiorami
przedmiotéw — tu moze to by¢ zbior ludzi. 2. Zapisujemy schemat przesta-
nek:

DaN
KeP

NaP
?

2. Zeby znalezé wniosek, w zadaniu 1. rysowaliémy diagram Venna. Tu jednak
bytoby to ktopotliwe, bo na diagramie trzeba by umiesci¢ 16 réznych ob-
szar6w (sa cztery nazwy, a wiec wszystkich mozliwych zbioréw przedmiotéw
wyrédznionych przez te nazwy jest 16 - jak wszystkich zbioréw dla trzech nazw
bylo 8); chcac narysowaé diagram trzeba by ostatnie koto rysowaé w innej
plaszczyznie. Zeby uniknaé¢ ktopotu w soritesach najdogodniej jest zastoso-
waé metode znajdowania wnioskow czastkowych — zgodnie z niezawodnym
schematem rachunku zdan:

(pAgAT)— s

(pAg) —t
(rAt) —s

tak wiec widzimy, ze z drugiej i trzeciej przestanki mozna utworzy¢ wniosko-
wanie czastkowe:

KeP

NaP
?

dla ktérego za pomocy diagraméw Venna znajdujemy wniosek NeK. Wnio-
sek ten razem z pozostaty przestanka pozwala utworzy¢ nastepny schemat
wnioskowania:

DaN

NeK
?

Znowu za pomoca diagramow Venna mozna z tych przestanek znalezé wnio-
sek KeD, czyli ,,Zaden poskromiciel krokodyla nie jest dzieckiem” (albo réw-
nowazne zdanie ,Zadne dziecko nie jest poskromicielem krokodyla”.
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Czasem w soritesach wydaje sie, ze jest za duzo terminow. Wtedy korzy-
stajac z nastepujacych praw obwersji (—P — czytamy ,nie-P, np. ,nie-kot”,
czyli wszystko w uniwersum co nie jest kotem; tatwo sprawdzi¢ te prawa za
pomocy diagraméw Venna):

SaP = Se— P
SeP =Sa— P
SiP=S0—-P
SoP=5i— P

mozemy zmniejszy¢ liczbe terminéw; np. w ponizszym zadaniu b) zeby zna-
lez¢ wniosek, musimy okresli¢ dos¢ waskie uniwersum: ,moje dzieci”. Wtedy
np. ,syn” = ,nie-corka”’, a ,szczupty” =, nie-ttusty”.

a)

(1) Wszystkie niedojrzale owoce sa niezdrowe.

(2) Wszystkie te jabtka sg zdrowe.

(3) Zaden owoc, ktéry rognie w cieniu nie jest dojrzaty.

(1) Wszyscy moi synowie sa szczupli.

(2) Zadne z moich dzieci nie jest zdrowe, o ile nie gimnastykuje sie.
(3) Wszystkie zartoki, ktére sa moimi dzieémi sa tluste.

(4) Zadna moja cérka nie gimnastykuje sie.

) Nikt, kto naprawde ceni Beethovena, nie chrzaknie gdy graja sonate ‘Ksie-
Zycowq .

(2) Swinie na Nowej Gwinei sa beznadziejnymi ignorantami w muzyce.

(3) Nikt, kto jest zupelnym ignorantem w muzyce, nie przestanie chrzakaé,
gdy graja sonate ‘Ksiezycowq’.

d)

(1) Zwierzeta, ktore nie wierzgaja, sa zawsze niepobudliwe.

(2) Osly nie maja rogéw.

(3) Byk moze zawsze wziaé¢ kogo$ na rogi.

(4) Zadne zwierze, ktére nie wierzga, nie jest tatwe do okieltznania.

(5) Zadne bezrogie zwierze nie jest tatwe do okielznania.

(6) Wszystkie zwierzeta sa pobudliwe, oprocz bykéw.

e)

(1) Jedynymi zwierzetami w tym domu sa koty.

(2) Kazde zwierze, ktére lubi gapi¢ sie na ksiezyc, nadaje sie na zwierze
domowe.
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3.1.2. Kwantyfikatory

Jezyk wezszego rachunku predykatéow, mimo swej prostoty, ma duza site
wyrazu. Czesto mozna spotka¢ opinie, ze kazde z poprawnie postawionych
zagadnien naukowych mozna adekwatnie zapisa¢ w jezyku tego rachunku
wzbogaconego o znak identycznosci (w naszym skrypcie takiego rozszerze-
nia jezyka wezszego rachunku predykatéw nie bedziemy jednak dokonywac).
W niniejszym paragrafie pokazemy jak dokonywaé przektadu zdan jezyka
naturalnego na jezyk wezszego rachunku predykatow.

Zanim przejdziemy do przyktadow dogodnie jest przyjac¢ definicje tak
zwanych kwantyfikatorow o ograniczonym zakresie. Przypomnijmy, ze zdanie
z kwantyfikatorem ogdlnym jest bardzo mocne — kwantyfikator dziata ,z do-
ktadnoscia” do uniwersum, to znaczy, ze stwierdzajac (Vx)A(z) uznajemy, ze
nie istniejg zadne przedmioty nie majace wtasnosci A. Trudno jednak w prak-
tyce znalez¢ taka wlasnosé, ktora posiadatyby wszystkie przedmioty. Zwykle
okreslong wtasnos$¢ posiadaja natomiast wszystkie przedmioty nalezace do
jakiegos podzbioru uniwersum (np. dwunoznosé przystuguje wszystkim ele-
mentom zbioru ludzi, a posiadanie uprawnien prokuratorskich — wszystkim
prokuratorom). Zakres dziatania kwantyfikatora zostaje wowczas ograniczony
do jakiego$ podzbioru uniwersum. Wprowadzamy zatem nastepujace defini-
cje:

Definicja 20. Dia kazdego x, takiego, ze A(x), B(x) wtedy i tylko wtedy,
gdy (Vx)(A(z) — B(z))
Definicja 21. Dia pewnego x, takiego, Ze A(x), B(x) wtedy i tylko wtedy,
gdy (z)(A(z) A B(z))

Pierwszy z kwantyfikatoréw ,Dla kazdego x, takiego, ze A(z)” odpowiada
zwrotom jezyka naturalnego postaci ,Kazde ...”, np. ,kazdy kot”, ,kazdy

prawnik” lub — w zdaniach przeczacych — ,zaden sedzia”, ,zadna ustawa’
itp. Natomiast drugi z kwantyfikatorow odpowiada sformutowaniom postaci
spewien ...”7  niektorzy ...”, itp. np. ,niektorzy sedziowie”, ,pewien logik”.

Zadanie 5. Zapisz w jezyku rachunku predykatéw nastepujace zdania:

a) Kazdy polityk jest prawdomaowny.
Oznaczmy: A — jest politykiem, B — jest prawdomowny.
W zdaniu uzyto ogbdlnego kwantyfikatora o zakresie ograniczonym do zbio-
ru politykow. Odpowiednikiem tego zdania w rachunku predykatéw jest
wyrazenie:

(Va)(A(z) — B(z))

ktore mozemy przeczyta¢ w sposob nastepujacy: Dla kazZdego przedmio-
tu (czegos, kogos) majgcego wilasnosé bycia politykiem przedmiot ten ma
wlasnosé bycia prawdomownym.

b) Zaden filozof nie jest prawnikiem.
Oznaczenia: A — jest filozofem, B — jest prawnikiem

(Vo) (A(z) —~ B(z))

lub
~ (3z)(A(z) A B(z))
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c) Niektorzy prawnicy sq sedziami.
Oznaczenia: A — jest prawnikiem, B — jest sedzia

(32)(A(z) A B(x)]

d) Niektorzy sedziowie nie sq wysocy.
Oznaczenia: A — jest sedzia, B — jest wysoki

(32)(A(z)A ~ B(z))

Powyzsze cztery przyktady podaja jak zapisa¢ w jezyku wezszego rachun-
ku predykatow cztery rodzaje zdan kategorycznych. Gdyby$my mieli do
czynienia wyltacznie ze zdaniami takich rodzajow, wprowadzanie wezszego
rachunku predykatéw nie byltoby zasadne, gdyz jezyk teorii zdan katego-
rycznych jest znacznie tatwiejszy w stosowaniu. Teraz rozwazmy jednak
przyktad trudniejszy:

e) Kazdy prawnik jest uczniem pewnego logika.
Oznaczenia: A —jest prawnikiem, B — jest logikiem, P - jest uczniem
Uwaga. Predykat ,jest uczniem” jest predykatem dwuargumentowym
(ktos jest uczniem kogos). Zdanie mozna przelozyé na niezbyt eleganc-
ki jezyk polski: Dia kazdego przedmiotu bedgcego prawnikiem istnieje ja-
ki$ przedmiot bedgcy logikiem taki, zZe pomiedzy pierwszym przedmiotem
a drugim przedmiotem zachodzi relacja ,jest uczniem”, a to zdanie mozna
juz zapisac, jak nastepuje:

(Vz)[A(z) — (3y)(B(y) A P(x, y))]

1. Zapisz w jezyku wezszego rachunku predykatow nastepujace zdania
jezyka naturalnego:

D)

&

) Istnieja ludzie, ktérzy sa muzykami.

) Kazde zwierze jest bytem.

) Wszyscy ludzie sa istotami rozumnymi.

) Zaden czlowiek nie jest aniotem.

) Zaden bogacz nie jest biedny i nie cierpi na niedostatek materialny.
)

)

)

Qo o

Istnieja kobiety, ktore sa piekne.

Wszystkie kobiety sa pigkne.

Wszystkie kobiety maluja paznokcie. (przyjmij oznaczenia A — jest kobie-
ta, B — jest paznokciem, R — maluje)

i) Nie wszyscy ludzie maja rodzenstwo.

j) Niektorzy ludzie nie pija alkoholu.

1)

=R o @

a) Musza istnie¢ substancje proste poniewaz istnieja rzeczy ztozone, a rzecz
zlozona to nagromadzenie, kolekcja substancji prostych.

b) Tam, gdzie nie ma czesci, nie jest mozliwa podzielnosé. Proste substancje
nie maja czesci. A wiec nie jest mozliwe dzielenie ich.
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c¢) Proste substancje (monady) nie moga powstawaé z czesci ani ginaé przez
podzielenie na czesci. Dlatego jedynym sposobem, w ktéry one moga po-
wstawac jest stworzenie i jedynym sposobem, w ktéry one mogg ginaé jest
unicestwienie, a wiec jesli one powstaja, one sg stwarzane, a jesli ging, sa
unicestwiane.

2. Podaj po dwa przyktady zdan jezyka polskiego odpowiadajgcych nastepu-
jacym wyrazeniom rachunku predykatow:

a) (J2)[P(x) A (Vy)(Qy) —~ R(z,y))]
b) (F)[P(z) A (Vy)(R(z,y) =~ Q(y))]
c) (Va)[P(z) — (V(y)(Qz) — R(z,y))]

d) (Vo)[(P(z)A ~ Q(x)) — (By) ~ R(z,y)]

3. Wykaz, za pomoca diagraméw Venna, ze ponizsze wyrazenia sa prawami
logiki (tautologiami):

(Vo)[A(z) A B(x)] — [(V2)A(z) A (Vo) B(z)] (1)
(32)[A(z) A B(x)] — [(Bz)A(x) A (Bz) B(x)] (2)
(32)[A(z) v B(x)] — [(Bz)A(z) v (3z) B(z)] (3)
(V) A(x) v (Vo) B(z)] — (Va)[A(z) V B(x)] (4)
(V2)[A(z) = B(z)] = [(Ve)A(z) — (Vo) B(z)] ()
(V2)[A(z) — B(x)] = [(Fr)A(z) — (B2)B()] (6)

3.1.3. Zbiory i relacje

1. Dane sg trzy zbiory:
A - zbiér trojkatéw prostokatnych
B - zbiér trojkatéw réwnobocznych
C - zbior trojkatéow réwnoramiennych
Jaki figury nalezg do nastepujacych zbiorow:
— BnC
— BuUC
— A-B
— (C-B
— AUC
— B—-A
2. Dane sa zbiory:
A={1,4,5 6,7, 8,11, 23, 45}
B=1423,4,7 9}
C=1{1,3,57,9 11, 13}
D — zbior liczb parzystych
Wskaz zbiory:
— A-B



3. Co kazdy logik umieé¢ powinien . . . 29

— C—-D
— AUC
— BuC
— BUD
— AND
— BnC
— ANnC
1. Podaj elementy nastepujacych zbioréow:

— {reN 2 <2}

— {zeN: 22 < T}

—{reN:z< -1}

2. Zatozmy, ze rozne litery oznaczaja rozne przedmioty, ewentualnie liczby
rzeczywiste. Zbadaé jakie relacje zawierania (inkluzji) zachodza miedzy
zbiorami A i B:

— A=/{a,b,c,d}, B=/{a,cd};

— A=/{a,b}, B=1{a,c,d}

— A=10, B={a,b,c}

— A={{a},a,0}, B={a}

3. Zatézmy, ze a, b, ¢, d 7 7. Jakie zalezno$ci muszg zachodzi¢ miedzy
nimi, zeby zachodzity nastepujace rownosci:

— {b,c} =1{b,c,d}

— {a,b,a} = {a,b}

— {{a, 0}, {a}} = {{c},{c,d}}

4. Udowodnij, ze dla kazdego zbioru A, B, C', D zachodza nastepujace
rownosci:

— [(AUB)-C] = [(A-C) U (B-C)]

— [A(B-0)| = [(A-B)U (AN C)]

— [(A-B)UuC] =[(AUuC)-BJU(BnNC)]

5. Znajdz dziedziny i przeciwdziedziny nastepujacych relacji R:

— bycia bratem:;

— bycia matka;

— bycia studentem;

— bycia podzbiorem:;

— wynikania logicznego.

6. Scharakteryzuj od strony wtasnosci formalnych relacje:

— bycia znajomym;

— bycia bratem;

— bycia starszym;

— bycia mtodsza siostra.

7. Ocen site akceptacji tezy:

a) PiS ma wickszosé w Sejmie. Jezeli partia ma wickszos¢ w Sejmie, sprawuje
wtadze. A wiec PiS sprawuje wladze.

b) W Lublinie dziata wiele teatréw alternatywnych. W Lublinie jest najno-
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woczesniejsze Centrum Spotkania Kultur. W Lublinie odbywa sie Festiwal
Sztukmistrzéow. A wiec Lublin jest przodujacym osrodkiem kulturalnym.

¢) Kazdy cztowiek mysli logicznie, bo cztowiek jest z natury zwierzeciem
logicznym. Uczestnicy Konkursu logicznego sa ludZzmi. Uczestnicy Konkur-
su Logicznego sa bardzo bystrzy. A zatem uczestnicy Konkursu Logicznego
my$la logicznie.

3.2. Zagadki

1. Znajdujesz sie w krainie zamieszkanej wylacznie przez rycerzy i totrow.
Podczas zwiedzania wyspy spotykasz dwie osoby, z ktérych jedna jest znanym
ci totrem, a o drugiej nic nie wiesz. Napotkani wypowiadaja nastepujace
zdania:

Lotr: Poza patacem krélewskim mieszka przynajmniej jeden rycerz, poza tym,
poza palacem mieszkaja tez wszyscy lotrzy.

Nieznajomy: Jezeli na jednego totra przypada jeden rycerz, to na wyspie
mieszka przynajmniej jeden totr.

Czy z tych zdan mozna wywnioskowaé, ze w patacu mieszka przynajmniej
jeden totr?

2. Znajdujesz si¢ w patacu krolewskim i idac do swojej komnaty napoty-
kasz mtodzienca, ktéry stwierdza: Nie wszyscy rycerze maja konie wtedy i
tylko wtedy, gdy wszyscy rycerze nie maja koni. Napotkany mtodzieniec jest
rycerzem czy totrem?

3. W Wolnej Republice Bananéw istnieje miasteczko zwane Zembla, kto-
rego wszyscy mieszkancy sa blondynami. W Republice zaden blondyn nie
jest nieuczciwy. Obecny prezydent Republiki ma 160 ¢cm wzrostu i bujna
rudg czupryne. Ktére z nastepujacych stwierdzen jest na pewno falszywe?
Obecny prezydent Republiki jest nieuczciwy.

Zaden nieuczciwy czlowiek nie jest mieszkanicem Zembli.
Zaden mieszkaniec Zemblii nie jest nieuczciwy.

Wszyscy uczciwi sg Zemblanami.

Prezydent jest uczciwym Zemblaninem.

4. Na pewnej wyspie mieszkaja rycerze, ktorzy zawsze mowiag prawde
oraz totry, ktorzy zawsze kltamig. Spotkate$ trzech z nich: Adama, Tomasza
i Zygmunta. Adama twierdzi, ze Zygmunt i Tomasz sg tacy sami. Tomasz
powiedzial: ,Doktadnie jedno z tych zdan jest prawdziwe: ja jestem rycerzem
lub Zygmunt jest rycerzem”. Zygmunt stwierdzil, ze Adam jest totrem.

Wskaz, kto jest totrem, a kto rycerzem.

5. Na pewnej wyspie mieszkaja rycerze, ktorzy zawsze mowiag prawde
oraz totry, ktorzy zawsze ktamia. Spotkates trzech z nich: Zenona, Dawida,
Tadeusza. Zenon powiedzial: | Ja jestem rycerzem i Tomasz jest totrem”.
Dawid powiedzial, ze Zenon jest totrem. Tomasz stwierdzit, ze Zenon jest
totrem lub Dawid jest totrem.

Wskaz, kto jest totrem, a kto rycerzem.

6. Na pewnej wyspie mieszkaja rycerze, ktorzy zawsze mowia prawde oraz
totry, ktorzy zawsze ktamia. Spotkates trzech z nich: Bartosza, Stefana, Ceza-
rego. Bartosz stwierdzil, ze Stefan mogt powiedzie¢, ze Cezary jest rycerzem.
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Stefan powiedzial, ze nieprawda jest Cezary jest totrem. Cezary stwierdzit,
ze fatszem jest to, ze Bartosz jest totrem.

Wskaz, kto jest totrem, a kto rycerzem.

7. Na pewnej wyspie mieszkaja rycerze, ktérzy zawsze mowiag prawde
oraz totry, ktorzy zawsze ktamia. Spotkates trzech z nich: Romana, Bogdana,
Mirka. Roman stwierdzit: ,Bogdan jest totrem”. Bogdan powiedziat: ,,Mirek
I ja jesteSmy obydwoje rycerzami lub obydwoje totrami”, Mirek stwierdzit,
ze Bogdan jest lotrem. Wskaz, kto jest totrem, a kto rycerzem.

3.3. Zagadki troche nowsze....

a) Ktéra osobowosé?

Jack i John sa blizniakami i obaj maja podwdjng osobowosé. W normalnym
stanie Jack zawsze moéwi prawde, a w odmienionym stanic zii wsze klamie.
Odwrotnie jest z Johnem - w stanie normalnym zawsze ktamie, a w stanie
odmienionym zawsze mowi prawde. Bracia sg nierozréznialni z wygladu. Ich
matka jest chyba jedynag osoba, ktora potrafi ich rozrézni¢. Powstato kilka
interesujacych problemow:

1.

Powiedzmy, ze spotkates ktoregos z braci i chcialbys wiedzieé, czy to Jack czy
John. Mozesz mu zada¢ tylko jedno pytanie, na ktére mozna odpowiedzie¢
yJbak” lub nie”. W dodatku musi to by¢ pytanie proste, a nie ztozone, to
znaczy nie moze zawiera¢ spojnikow logicznych, takich jak ,i”, lub”,  nie”
czy ,jezeli...to...”. Istnieje proste pytanie, ktore pozwoli rozréznié¢ braci. Jak
ono brzmi?

2.

Innym razem spotkates ktoregos z braci i nie interesuje cig, czy to jest Jack
czy John, ale jeste$ ciekawy, czy jest on w swoim normalnym stanie, czy w
odmienionym. Jakie proste pytanie typu tak/nie pozwoli to rozstrzygnaé?
3.

Powiedzmy, ze zamiast tego, w jakim stanie jest brat, ktorego spotkales,
chciatbys wiedzie¢, czy obaj bracia sa obecnie w tym samym stanie. Jakie
proste pytanie tak/nie powiniene$ zadaé?

4.

Mozesz tatwo sprawdzié¢, czy brat, ktorego spotkates, znajduje sie w stanie,
w ktorym moéwi prawde. Wystarczy, ze zapytasz go, czy dwa plus dwa réwna
sie cztery. Zatdézmy jednak, ze nie jeste$ zainteresowany tym, czy to mi jest
w stanie, w ktorym moéwi prawde, ale jeste$ ciekawy, czy jego brat jest w
stanie, w ktérym méwi prawde. Jakie proste pytaniem typu tak/nie pozwoli
ci zdoby¢ te informacje?

5.

Pewnego dnia jeden z braci byt w jednym stanie przez caty dzien i powiedziat
tego dnia tylko jedno zdanie: ,Jutro bede w odmienionym stanie”. Nastep-
nego dnia takze byt przez caly dzien w jednym stanie i powiedzial w tym
dniu tylko: ,Wczoraj nie méwitem prawdy”. Czy to byt Jack czy John?

6.

Pewnego dnia matka blizniat przyszta z jednym z nich do lekarza. Lekarz nie
wiedziat, czy to byl Jack czy John, ale wiedzial, w jakim byl stanie. Matka
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wiedziata, czy syn, z ktérym przyszta, to Jack czy John, ale nie wiedziata, w
jakim jest teraz stanie. Syn powiedzial: , Jestem John i jestem teraz w moim
stanie odmienionym”. Lekarz nadal nie wiedzial, ktory to z braci, a matka
dalej nie potrafita powiedzie¢, w jakim jest stanie. Ktéry to byt z braci i w
jakim byt stanie?

b) O, nie!

Istnieje jeszcze dziwniejsza para blizniakéw, ktorzy maja na imie Edward
i Edwin i sg tak samo nieodréznialni jak poprzedni. W okresie dorastania
obaj zachorowali na dziwng chorobe, ktéra na zawsze odmienita ich zycie.
Od tamtej pory kazdy z nich znajduje sie w jednym z trzech stanéw psy-
chicznych - stanie 1, stanie 2 lub stanie 3. Stany powtarzaja sie cyklicznie -
1,2, 3,1, 2, 3... i tak dalej. Tak sie sktada, ze w kazdej chwili obaj bracia sa
w tym samym stanie - albo obaj sa w stanie 1, albo w stanie 2, albo w stanie
3. Istnieje jednak pewna réznica miedzy braé¢mi. Edward w stanie 1 nigdy
nie méwi prawdy, a w pozostatych dwédch stanach mowi wytacznie prawde.
Edwin, w stanie 2 nigdy nie mowi prawdy, a w pozostatych dwoch stanach
mowi tylko prawde.

1.

Pewnego dnia spotkalem obu braci na spacerze. Jeden z nich powiedzial:
yJestem Edward”. Drugi powiedziat: , Jestem Edwin”. Miedzy jednym zda-
niem a drugim bracia nie zmienili stanow. Ktory z nich to Edward: ten, ktory
przemowit pierwszy, czy ten, ktory mowit drugi?

2.

Innym razem, gdy spotkatem obu braci, jeden powiedzial: ,Jestem Edward”,
a drugi (ktéry nie zmienil do tego czasu stanu) powiedzial: , Jesli to prawda,
to ja jestem Edwin”. Pézniej, przekonatem si¢, ze w tym czasie bracia nie
byli w stanie 3. Ktéry z nich to byt Edward?

3.

Pewnego dnia jeden z braci powiedziat: ,W stanie, w ktorym bytem poprzed-
nio, ktamatem”. Pézniej drugi brat (ktéry w tym czasie nie zmienil stanu)
powiedzial to samo. W jakim stanie znajdowali si¢ bracia?

4.

Pewnego dnia Edward powiedzial dwa zdania: 1. W stanie, w ktéorym by-
tem ostatnio, ktamaltem. 2. W nastepnym stanie bede ktamat. Edward nie
zmienit stanu miedzy jednym zdaniem a drugim. W jakim stanie si¢ wtedy
znajdowalt?

5.

Pewnego dnia jeden z braci powiedzial: ,Jestem Edward i jestem teraz w
stanie 1”7. Ktory z nich to byt? W jakim byt stanie?

6.

Innym razem jeden z braci powiedziat: | Jestem Edward lub jestem w stanie
2”7, (Przypominam, ze lub” znaczy, ze prawdziwa jest co najmniej jedna
mozliwo$¢ albo obie.). Ktéry z braci to powiedzial?
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4. Appendix. O uzasadnianiu jeszcze stow kilka

Tak zwana klasyczna definicja wiedzy glosi, ze wiedza jest to prawdziwe
uzasadnione przekonanie. A zatem,

Definicja 22. z wie, Ze p wtedy i tylko wtedy, gdy:
— x jest przekonany, ze p;

— p jest prawdziwe;

— x dysponuje uzasadnieniem dla p.

Zeby zatem wiedzie¢, nie wystarczy byé prawdziwe przekonanym, jak sie
rzeczy maja, ale trzeba umie¢ to uzasadnié¢, tzn. podaé racje, na ktorych
opieramy nasza wiedze o prawdziwosci twierdzenia. Mozemy mieé tak zwane
uzasadnienie bezposrednie (np. przez odwolanie si¢ do $§wiadectwa zmystéw),
albo uzasadnienie posrednie (przez odwotanie sie do innych zdan, czyli: dro-
ga rozumowania). W logice stosuje sie uzasadnienie posrednie, szczegdlnie
uzasadnienie odwolujace sie¢ do schematéw niezawodnego wnioskowania, a
najpekiejsza formg takiego uzasadnienia jest dowod. Przyktady dowodow
byly podawane np. przy okazji zadan o damach i tygrysach. Dowody sa to
ciggi zdan zbudowane zgodnie z regutami tworzenia dowodéw, ktore glosza
w jaki sposob dowdd rozpoczac, jak ma on przebiegac i kiedy dowdd jest za-
konczony. Jesli wszystkie kroki dowodu sa tak opisane, ze mozna, dysponujac
lista regut, skontrolowa¢ poprawno$é¢ dowodu, nazwiemy dowdd sformalizo-
wanym. W praktyce jest najczesciej tak (np. w matematyce), ze podaje sie
szkic dowodu, zaktadajac, ze czytelnik uzupetni go o brakujace elementy. 7Z
kolei logicy zwykle dbaja o to, by dowody byty sformalizowane.

Mozemy zapisywac nasze uzasadnienia dla zadan albo w postaci stownej,
albo w postaci symbolicznej; zwykle pozostaniemy przy uzasadnieniach skro-
conych.

Zadanie:

Wskaz przestanki i wniosek oraz ocen poprawnosé formalna argumentu:

Jesli Sokrates ztamie prawo i ucieknie, wéwczas jego przyjaciele beda
cierpiec¢. Jesli ucieknie i wyemigruje do pobliskiego panstwa, bedzie uwazany
za wroga jesli ztamal prawo. Zatem, jesli ucieczka jest ztamaniem prawa, to
jesli Sokrates ucieknie, bedzie uwazany za wroga lub jego przyjaciele beda
cierpiec.

Oznaczenia: p - Sokrates ztamie prawo, ¢ - Sokrates ucieknie, r - Przyjaciele
beda cierpie¢, s - Sokrates bedzie uwazany za wroga.

Przestanki: P; Jesli Sokrates ztamie prawo i ucieknie, woéwczas jego przyja-
ciele beda cierpiec.

P, Jedli Sokrates ucieknie i wyemigruje do pobliskiego panstwa, bedzie uwa-
zany za wroga, jesli ztamat prawo.

Whiosek:

Jedli ucieczka jest ztamaniem prawa, to jesli Sokrates ucieknie, bedzie uwa-
zany za wroga lub jego przyjaciele beda cierpiec.
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Schemat argumentu:
(pAg)—r
q—3>5
¢—(p—(sVr))

Uzasadnienie: Niech ¢ — (p — (s V 1)) bedzie falszywe. Wtedy ¢ i p sa
prawdziwe, a sV r bedzie falszywe, czylii s ir jest falszywe. Zatem implikacja
q — s jest falszywa, czyli schemat wnioskowania jest formalnie poprawny.

Zadanie:

Przypadek dotyczy rozprawy trzech ludzi, A, B, C, sadzonych za udzial
w rabunku.
W tym przypadku ustalono nastepujace fakty:
(1) Co najmniej jeden z tych trzech jest winny.
(2) Jesli A jest winny i B jest niewinny, to C jest winny.
Dane te nie wystarczg, by skazaé¢ ktérego$ z nich, lecz wskazuja na takich
dwoch, z ktérych jeden musi by¢ winny. Ktéra to dwojka?

Smullyan (Jaki jest tytul tej ksigzki?) w odpowiedziach daje nastepujace
rozwigzanie:
”Cidwaj to B i C; co najmniej jeden z nich musi by¢ winny. Zat6zmy bowiem,
ze A jest niewinny. Wéwcezas, na mocy (1), B lub C musi by¢ winny. Zat6zmy
natomiast, ze A jest winny. Jesli B jest winny, to na pewno winny jest co
najmniej jeden z pary B, C. Ale zatézmy, ze B jest niewinny. Wowczas A jest
winny, a B niewinny, tedy, na mocy (2), C musi by¢ winny. Znéw wiec B lub
C jest winny.

Ten ostatni opis stanowi jednoczesnie uzasadnienie odpowiedzi. W pierw-
szym zatem zadaniu mamy dowod nie wprost, w drugim pewnego rodzaju
dowdd wprost. Jak wiec widzimy uzasadnienie moze by¢ w postaci stwierdzen
z symbolami zmiennych albo w postaci pozaformalnej, czyli stownej opowie-
Sci, ktora prowadzi do uznania, ze jesli przestanki sg prawdziwe, to i wniosek
winien by¢ prawdziwy.
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